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第 1 章 多 项 式 理论 


多 项 式 理论 是 高 等 代数 的 重要 内 容 , 是 中 学 数学 有 关 知 识 的 加 深 
和 扩充 . 多 项 式 理论 中 的 一 些 重要 定理 和 方法 ,在 进一步 学 习 数 学 理论 
和 解决 实际 问题 时 经 常用 到 ,是 学 习 代数 学 及 其 它 数 学 分 支 的 必要 基 
础 . 多 项 式 理论 既 相互 独立 ,又 贯穿 于 高 等 代数 的 其 它 章节 . 换言之 ,多 
项 式 理论 不 依赖 于 高 等 代数 的 其 它 内 容 而 自 成 体系 ,又 为 高 等 代数 的 
其 它 章节 提供 范例 和 理论 依据 . 学 习 本 章 时 ,要 正确 地 掌握 概念 ,学 会 
严谨 地 推导 和 计算 . | 


1.1 内 容 提 要 


11.1 数 域 
| 1. 设 是 一 个 非 空 数 集 ,车 M HIS 2 IERtE —15 FL.B0 5 345 
在 1 中, 则 称 M 对 于 该 种 运算 是 封闭 的 . 
2. 设 S$ 是 一 个 非 空 数 集 , 若 对 于 Va,b e S, 都 有 a +b,a-b,ab e 
$, 即 5 对 于 加 法 、 减 法 、 乘 法 封闭 , 则 5S 称 为 一 个 数 环 . 
零 数 环 101 是 惟一 的 有 限 数 环 , 两 个 数 环 的 交 仍 是 数 环 . 


3. 设 是 含有 1 的 数 环 , 对 于 Va,b e F, b # 0 时 ,有 E F, 


则 F 称 为 一 个 数 域 . 
(1) 显 然 , 数 域 都 是 无 限 集合 , 且 两 个 数 域 的 交 仍 是 数 域 . 
(2) 任 何 数 域 都 包含 有 理 数 域 Q, 即 有 理 数 域 Q 是 最 小 的 数 域 . 
(3) 存 在 无 穷 多 个 互 异 的 数 域 . 
(4) 在 有 理 数 域 Q 与 实数 域 R 之 间 存 在 无 穷 多 个 数 域 ;在 实数 域 
R 与 复数 域 C 之 间 不 存在 其 它 数 域 . 
1.1.2 一 元 多 项 式 代 数 
.定义 
形式 表达 式 


2. 高 等 代数 的 典型 方法 


f(x) = a,x + a x + … + a,x + ao 


称 为数 域 六 上 文字 x 的 一 元 多 项 式 , 其 中 ao,al,…,a, e F ,n 是非 负 整 
数 . 当 a, # 0 Hj, #K2 LK f(x) 的 次 数 为 n, 记 为 9*(f(x)) = n( 或 
deg(/(x)) = n) ,并 称 a,x" 为 (x) 的 首 项 ,a, 38 f(x) 的 首 项 系数 . a,x 
称 为 用 x) 的 i 次 项 ,a, SKR2J f(x) 的 i 次 项 系数 . a, = … = a, = 0, 
a, 关 0 时 , 称 多 项 式 扩 x) 为 零 次 多 项 式 , 即 9°*(f(x)) = 0; 当 a, = … 
= a, = as =0 时 , 称 Nx) 为 零 多 项 式 , 零 多 项 式 是 惟一 不 定义 次 数 的 
多 项 式 . 

2. 运算 及 运算 法 则 

多 项 式 可 以 进行 加 、 减 、 乘 运算 ,并 有 与 整数 相 类 似 的 性 质 . 

3. 多 项 式 的 次 数 定 理 

多 项 式 的 次 数 有 下 列 性 质 ( 设 多 项 式 f(x) #0,g(x) # 0): 

(1) 当 fA(x) + g(x) # 0 B$, x 

9"( FLx) +g(x)) = max{o° (f(x)) ,0°(g(x))|. 

(2) Ə°(/(z)g(x)) = 9°(/(x)) + Ə°(g(x)). | 

所 有 系数 在 数 域 下 中 的 一 元 多 项 式 的 全 体 记 为 F[xj, 称 为 数 域 下 
上 的 一 元 多 项 式 环 ; 数 域 玉 上 一 切 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 ,再 添上 零 多 项 
式 的 全 体 , 记 为 F,[xj]. 
1.1.3 多项式 的 带 余 除 法 和 整除 性 

1. 多 项 式 的 带 余 除法 

带 余 除法 定理 。 设 f(x),e(x) e Fl[x],g(x) # O ' 则 存在 惟一 
的 多 项 式 q(x) ,r(x) e F[<] ,使 

f(x) = q(z)g(x) + r(x). 

其 中 r(x) = 0 或 9°(r(x)) < 9°(g(x)). 称 上 式 中 q(x) 为 g(x) 除 
f(x) 的 商 式 ,r(x) 为 g(x) x) 的 余 式 . 

2. 整除 

设 几 xz),g(x) e FL zx] ,如 果 存 在 多 项 式 h(x) e F[x] ,使 

f(x) = h(x)g(x), 

则 称 g(x) 整除 fx) (或 f(x) 能 被 (x) 整除 ) , 记 为 g(x)1 f(x) ,此 时 
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称 g(x) 为 (x) 的 因 式 ,f(x) 为 g(x) 的 倍 式 , 商 式 h(x) 也 可 记 为 
A B h(x) = A 用 g(x) Y /(z) 表示 g(x) 不 能 整除 /(x) ,就 是 


不 存在 h(x) ,使 作 x) = h(x)g(x) 成 立 . 

注 F[x] 中 的 多 项 式 不 能 作 除 法 ,而 整除 性 不 是 多 项 式 的 运算 ， 
而 是 [x] 中 元 素 间 的 一 种 关系 , 即 任 给 F[x] 中 两 个 多 项 式 f(x)， 
g(x) ,可 以 判断 ES(x) 整除 人 败 x) 或 g(x) 不 能 整除 f(x) ， 

3. 整除 的 有 关 绪 论 

(1) 如 果 g(x) 关 0, 则 g(x) {A(x) 的 充分 必要 条 件 是 用 g(x) 除 
f(x) 所 得 的 余 式 r(x) =0. 

(2) 零 多 项 式 只 能 整除 稚 多 项 式 ; 任 意 多 项 式 一 定 能 整除 它 目 身 ; 
任意 多 项 式 都 可 以 整除 零 多 项 式 ; 零 次 多 项 式 ( 非 零 贡 数 ) 能 整除 任意 
多 项 式 . 

(3) 多 项 式 Ax) 与 f(x) (c # 0) 有 相同 的 因 式 和 倍 式 . 

(4) 两 个 多 项 式 之 间 的 整除 关系 不 因 系 数 域 的 扩大 而 改变 . 

4. 整除 的 性 质 

(1) 如 果 g(x)1f(x), 则 K(x)1 成 xz) ,其 中 大 为 非 零 常数 ,! 为 常数 . 

(2) 如 果 f(x)1 g(x),e(x) 1 h(x), 则 A(x) 1RCx) . 

(3) 如 果 扩 x) 1 g(x) ,又 w(x) 为 任意 多 项 式 ,i = 1,2,…,m , 则 

fx) | [u,(z)g,(“) + u(x)g (x) +… +u,(x)g,(=)]. 

(4) 如 果 fx)1 g(x),g(x)1 f(x),JW f(x) = cg(zx) ,其 中 c 为 非 零 
常数 . 

5. 带 余 除法 的 计算 格式 

用 多 项 式 g(x) (#0) 多 所 得 的 商 式 q(x) 和 余 式 r(x) 
可 以 通过 如 下 两 种 格式 进行 


(1 ) 普 通 除法 或 长 除法 
商 式 g(x) 
除 式 g(x) ) 被 除 式 f(x) 
— g(x)pe(x 


余 式 r(x) 


“4. 高 等 代数 的 典型 方法 


〈2) 坚 式 除法 | 
除 式 g(x) | 被 除 式 f 作 x) | 商 式 q(x) 
— g(x)g(%) 
余 式 r(x) 
商 式 q(x) | 被 除 式 拟 zx) | 除 式 g(x%) 
余 式 r(x) 


注 1 ”在 利用 以 上 两 种 格式 进行 计算 时 ,要 逐步 利用 除 式 g(x) 确 
定 商 式 q(x) 中 由 高 次 到 低 次 的 项 来 消去 被 除 式 的 首 项 ,以 得 到 次 数 低 
于 g(x) 的 多 项 式 或 零 多 项 式 r(x) . 

注 2 ” 当 利 用 轧 转 相 除 法 求 两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 时 ,用 竖 式 
除法 较为 方便 

6. 综合 除法 

(1) 设 以 g(x) = x -—a Ë&f(x) = a,x" +a 1X + +a x+a lB, 
所 得 的 商 式 g(x) = ix +… + bx + bo 及 余 式 r(x) = oo, 则 比较 
f(x) = q(x)g(x) +r(x) 两 端 同 次 寡 的 系数 得 | 


=aD =a +ab io = a, + ab ,co = ao + abo. 
这 种 计算 可 以 排 成 以 下 格式 进行 : 
Ga G, G, _, G. _5 °° G, Go 


ab, ab, 
bl = a,) b, bs . "° bo Co 
用 这 种 方法 求 商 式 和 余 式 ( 的 系数 ) 称 为 综合 除法 
注 1 ”用 综合 除法 进行 计算 时 ,被 除 式 中 所 缺 的 项 必须 补 上 0, 否 
则 计算 就 错 了 
注 2 ” 当 除 式 为 ax + b(ab 关 0) 时 ,因为 
f(x) = (ax +b)q(z) +r(z) = (x+ 之)[ag(z)] +r(a), 


所 以 用 ax + b BË f(x) 可 以 先 用 x - ( — 过) BR (a) ,得 到 商 式 的 。 信 和 
余 式 ,再 用 除 商 式 的 a 848 30858. 
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注 3 ” 当 除 式 为 一 次 式 时 ,用 综合 除法 比 用 带 余 除法 来 得 方便 , 特 
别 是 有 些 问题 需要 多 次 用 一 次 多 项 式 作为 除 式 的 运算 , 绪 合 除法 更 显 
示 出 它 的 优越 性 . 

(2) 综 合 除 法 的 应 用 

QK x = cF f(x) 的 值 ,并 判定 c r f(x) 的 根 及 其 几 重 根 ， 

@ 把 f(x) 表 成 x - c 的 多 项 式 . 

1.1.4 ”多项式 的 最 大 公 因 式 与 互 素 多 项 式 

1. 多 项 式 的 最 大 公 因 式 

(1) 设 f(x),g(x) e FLx] ,如果 d(x) e F[x] ,满足 d(x) | f(x), 
d(x) 1 g(x) , 则 称 d(x) 89 f(x) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 ; 又 如 采信 x) 与 
g(x) 的 任意 一 公 因 式 都 能 整除 d(x) , 则 称 d(x) 282 f(x) 与 g(x) 的 一 
个 最 大 公 因 式 . 

(2 ) 最 大 公 因 式 有 以 下 性 质 : 

山 最 大 公 因 式 存 在 惟一 性 定理 : F[x] 中 任意 两 个 多 项 式 拟 x) 与 
g(x) 一 定 有 最 大 公 因 式 . 两 个 零 多 项 式 的 最 大 公 因 式 是 零 多 项 式 , 它 
是 惟一 确定 的 . 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 最 大 公 因 式 总 是 非 零 多 项 式 ， 
它们 之 间 只 有 常数 因子 的 差别 ;这 时 , 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 记 为 
(f(x) ,g(x)). 

Q@ Dz /(x),g(x) e F[x] ,g(x) # 0, 如 朱 有 
| f(x) = q(x)g(x) + r(x), 

BH) f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 一 定 是 g(x) 与 r(x) 的 最 大 公 因 式 , 而 
g(x) 与 r(x) 的 最 大 公 因 式 也 一 定 是 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 特别 
地 ,有 

(f(x) ,g(x)) = (g(x) ,r(x) ). 
(这 也 是 用 力 转 相 除 法 求 最 大 公 因 式 的 根据 ) 

@ 最 大 公 因 式 表示 定理 : 设 f(x),g(x) e Flx], 如 未 d(x) € 
F[x] 是 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 , 则 必 有 u(x) ,v(x) 8 F[x] ,使 
d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(xX). 

i£ ”如果 f(x) ,g(x),d(x) e Flxj], 且 有 等 式 d(x) = u(x)f(x) 
+ v(x)g(x) 成 立 ,但 d(x) 不 一 定 是 作 x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 . 如 取 


6- 高 等 代数 的 典型 方法 


f(x) = x,g(x) = x+] ,U(X) = =x+2,(x) =x-1,d(x) = 2⁄2 + 2x 
-1, 则 有 d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x), 但 d(x) 显然 不 是 与 
g(x) 的 最 大 公 因 式 . 
最 大 公 因 式 不 因数 域 让 的 扩大 而 改变 . 
(3) 求 最 大 公 因 式 的 驾 转 相 除 法 ; 
如 果 /(x) ,g(x) e F[x],g(x) 关 0, 且 有 qi(z),rn(z) e F[z] ,使 
f(x) = q(x)e(x) 十 mxz) ， 
g(x) = q(x)ri(x) +r(x), 
ri(%) = q. (zx)r,(z) +rs(zx), 
r, (x) = q,(z)r,, (x) +r,(x), 
r. (x) = q. .(z)r,(x) + O. 
其 中 ae(ri(x)) 宇 0, 则 7,(x) 是 Kx) 与 g(x) 的 一 个 最 大 公 因 式 . 
注 ” 如 果 能 够 对 多 项 式 进 行 因 式 分 解 , 则 用 因 式 分 解法 求 多 项 式 
的 最 大 公 因 式 要 比 用 驾 转 相 除 法 求 最 大 公 因 式 简 便 一 些 . 但 遗憾 的 是 ， 
没有 一 个 一 般 的 方法 对 多 项 式 进 行 因 式 分 解 . 因此 , 因 式 分 解法 求 最 大 
公 因 式 主要 具有 理论 上 的 用 处 , 它 不 能 代替 可 以 具体 求 出 最 大 公 因 式 
的 驾 转 相 除法 . 
2. 互 聚 多 项 式 
(1) 如 果 Ax),g(x) e F[x] 的 最 大 公 因 式 为 非 零 常数 ,或 (人 xz) ， 
g(x)) = 1, 则 称 作 x) 与 g(x) 互 素 或 互 质 . 
(2) 互 素 的 性 质 
OO 设 f(x) ,g(x) e F[x] f(x) 与 g(x) 互 素 的 充分 必要 条 件 是 , 存 
在 u(x),v(x) e F[xj] 使 
u(x)f(x) tv(x)g(x) = 1. 
加 如 果 (f(x),g(x)) =1 有 f(x) 1 [el(x)h(r)), 则 Ax)! h(x). 
图 如 果 (f(x),g(x)) = 1, B f(x) | h(x),g(x) | h(x), 则 
[f(x)e(x)] | h(x). \ 
四 如 果 (f(x),e(x)) = 1，(f(x),h(x)) = 1， 则 (x)， 
g(x)h(x)) =1. 
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i.1.5 不 可 约 多 项 式 与 因 式 分 解 惟一 性 定理 

1. 不 可 约 多 项 式 及 其 性 质 

(1) 如果 数 域 下 上 次 数 大 于 零 的 多 项 式 p(x) 不 能 表示 成 数 域 玉 上 
两 个 次 数 比 它 低 的 多 项 式 的 乘积 , 则 称 P(x) 是 数 域 上 的 不 可 约 多 项 
sÑ. 

注 1 零 多 项 式 与 零 次 多 项 式 既 不 能 说 是 可 约 的 ,也 不 能 说 是 不 
可 约 的 .一 次 多 项 式 总 是 不 可 约 的 . 

注 2 ”多 项 式 的 可 约 性 与 多 项 式 所 在 的 数 域 密切 相关 ,如 x -3 
在 有 理 数 域 8 上 不 可 约 , 而 在 实数 域 R 上 可 约 , 即 x -3 = (x +V3)(x 
- 3); B 2 +1 在 实数 域 R 上 不 可 约 , 而 在 复数 域 C 上 可 约 , 即 x + 
1 = (x+i)(x-i). 

注 3 互 素 多 项 式 指 的 是 F[x] 中 两 个 多 项 式 之 间 的 一 种 关系 ， 
而 不 可 约 多 项 式 是 某 个 多 项 式 本 身 的 一 种 特性 ,这 是 完全 不 同 的 两 个 
概念 . 但 在 讨论 问题 时 , 互 素 多 项 式 与 不 可 约 多 项 式 的 性 质 又 是 互相 利 
用 的 ,要 学 会 灵活 运用 . 

(2) 不 可 约 多 项 式 的 性 质 

QO 如果 p(x) 是 数 域 尺 上 的 不 可 约 多 项 式 , 则 cp(x) 也 是 下 上 的 不 
可 约 儿 项 式 , 其 中 c 是 下 中 的 非 零 数 . x 

@) 设 p(x) 是 数 域 上 一 个 不 可 约 多 项 式 , 则 对 上 任意 多 项 式 
f(x), 必 有 (p(x) /(x)) = 1, 或 者 p(x) 1 f(x). 

国 设 p(x) 是 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 ,f(x) ,g(x) 是 上 的 任意 两 
个 多 项 式 , 如 果 p(x) | f(x)g(x), 则 必 有 p(x)1Ax) 或 者 p(x) | g(x). 

(如果 不可 约 多 项 式 p(x) 整除 有 (x)f(x)…f.(x) ,其 中 s > 2, 
p(x) 至 少 可 以 整除 这 些 多 项 式 中 的 一 个 . 

“2. 因 式 分 解 惟 一 性 定理 

(1) 数 域 所 上 任意 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x) 都 可 以 分 解 成 数 域 F 

上 的 一 些 不 可 约 多 项 式 的 乘积 . 如 果 
f(x) = pi(x)p(x):p (Xx) = gi(%) g(x) gq,(%), 
“其 中 p(x) 与 q(x)(i =1,2,…,s;j = 1,2,…,t) 都 是 上 的 不 可 约 多 
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项 式 , 则 s = !#, 并 且 适 当 调 换 g(x) 的 次 序 后 可 使 
| qi(x) = cipi(x) (i = 1,2,.…,s), 
这 里 c; 是 正中 的 不 为 零 的 数 . 即 如 果 不 计 零 次 因 式 的 差别 ,多项式 拟 x) 
分 解 成 不 可 约 因 式 乘积 的 分 解 式 是 惟一 的 . 
(2) 数 域 下 上 任意 次 数 大 于 零 的 多 项 式 都 有 惟一 的 典型 分 解 式 
f(x) = api (ZJ)P2 (X) Po (x), 
其 中 oa 为 所 x) 的 首 项 系数 ,Pi(xz) ,p(x) ,…,p,(x) 是 下 上 首 项 系数 为 
1 的 互 异 的 不 可 约 多 项 式 ,而 7 ,r,，,…,r, 都 是 正 整 数 . 

(3) 如 果 已 知 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 典型 分 解 式 , 则 f(x) 与 g(x) 
的 最 大 公 因 式 就 是 那些 同时 在 A 作 x) 与 g(x) 的 典型 分 解 式 中 出 现 的 不 
可 约 多 项 式 方 宪 的 乘积 ,所 带 的 方 寡 的 指数 等 于 它 在 ALx) 与 a(x) 中 
所 带 的 方 客 指数 中 较 小 的 一 个 . 

3. 重 因 式 | 

(1) 设 A(x) =ax" +a xl +… +ax+a e Flxj, 其 中 x 是 文 
字 , 称 多 项 式 x 

f'(x) = na,x"” + (n — l)a x + + 2a,x + a, 
3 f(x) 的 微 商 (或 导数 ). 当 > 工时 ,规定 广 (x) 为 Kx) B) k - 1 B 
微 商 广 … (x) 的 微 商 , 即 广 (x) = (fU (xz)) .多 项 式 的 微 商 与 数学 
分 析 中 的 微 商 有 相同 的 运算 性 质 . 

(2) f(x) e F[<x],p(x) 是 数 域 让 上 的 不 可 约 多 项 式 ,k 为 非 负 
整数 . 如 果 p (x) | f(x), 且 p”*(x) 和 (x), 则 称 p(x) E f(x) B) k EIN 
式 . 当 = 1 时 , 称 p(x) 39 f(x) 的 单 因 式 ; 当 上 大 2 时 , 称 p(x) 2 f(x) 
的 重 因 式 . 

注 ” 由 于 重 因 式 一 定 是 不 可 约 因 式 ,所 以 A 作 x) 的 重 因 式 也 和 f(x) 
所 在 的 数 域 有 关 

(3) 有 关 结 论 

(D 如 果 不 可 约 多 项 式 p(x) JE f(x) 的 k(k 2 1) 重 因 式 , 则 它 古 
f '(z) 的 k - 1 重 因 式 . 特别 地 ,f(x) 的 单 因 式 不 是 1'(x) 的 因 式 . 

@ 如 果 不 可 约 多 项 式 p(x) 2 f(x) ËJ k(k z 1) 重 因 式 , 则 它 是 
fx) f '(z) 2 ft (x) 的 因 式 ,但 不 是 f(x) 的 因 式 . 
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@@) 不 可 约 多 项 式 p(x) E f(x) 的 重 因 式 的 充 要 条 件 是 p(x) 是 
Ax) 与 f'(x) 的 公 因 式 , 即 pP(x)1 (f(x), f'(x)). | 

i£ ”由 此 可 见 fx) 的 重 因 式 可 以 在 (Kx), f '(x)) 的 因 式 中 去 找 . 

(多项式 f( x) 无 重 因 丈 的 充 要 条 件 是 八 z) 与 4'(x) 互 素 , ED 
(f(x), f '(x)) = 1. 


@ 设 多 项 式 几 z) 的 次 数 UC) ) > 1.2 


是 一 个 没有 重 因 式 的 多 项 式 , 但 它 与 f(x) 有 人 完全 相同 的 不 可 约 因 式 . 
即 设 所 xz) 有 上 典型 分 解 式 为 
f(x) = ap !(x)p; (x): p, (x). 


则 CE A = api(x)ps(x) p(x) . 


注 ”这 是 去 掉 多 项 式 的 因 式 重 数 的 一 个 有 效 方法 . 
1.1.6 多 项 式 函 数 与 多 项 式 的 根 

1. 多 项 式 消 数 

设 f(x) =ax" +a xt + +ax+a Ex ,其 中 x 是 文字 ， 
数 a es F, 将 f(x) 的 表示 式 中 的 x 用 a 代替 得 到 正中 的 数 

aa" +aa + + a, + ao. 
称 之 为 当 x = a BF f(x) 的 值 , 记 为 Aa) , 即 
fla) = aa" + a a" +… +a,a + ao: 

这 样 , 对 每 个 数 a。e F, 由 多 项 式 f(x) 确定 下 中 惟一 的 数 .Ka) 与 之 对 
应 , 称 f(x) 为 严 上 的 一 个 多 项 式 函数 

注 ” 前 面 是 用 形式 的 观点 来 定义 多 项 式 f(x) = asxz + asix” + 
… +a,x + qo ,其 中 x 是 一 个 文字 (其 本 身 的 意义 有 竺 实际 应 用 时 冉 机 
动 地 取 定 ) ,而 系数 a (i = 0,1,2,…,n) 在 数 域 f 中 变化 . 在 做 多 项 式 
的 加 .、 减 、 乘 等 运算 及 研究 多 项 式 之 间 的 整除 关系 、 最 大 公 因 式 等 时 都 
是 这 样 理解 的 . 当 把 一 元 多 项 式 f(x) 中 所 含 的 文字 x 的 意义 看 成 一 个 
可 以 在 数 域 中 任意 变动 的 变数 符号 时 , 则 f(x) 就 表示 了 一 个 随 着 x 
的 变动 而 变化 的 多 项 式 函 数 , 此 时 系数 ai e 相对 地 取 定 ,这 就 是 用 昭 
数 的 观点 来 定义 多 项 式 . 对 于 数 域 巴 上 的 一 元 多 项 式 来 说 可 以 证 明 这 
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两 种 观点 是 统一 的 ,在 证 明 过 程 中 数 域 玉 包含 无 限 多 个 元 素 这 一 性 质 
是 很 起 作用 的 . 正 因 为 对 于 数 域 尺 上 的 一 元 多 项 式 来 说 这 两 种 观点 是 
统一 的 , 才 使 得 在 讨论 多 项 式 时 无 论 采 用 上 述 两 种 观点 中 的 哪 一 种 都 
是 不 会 出 问题 的 . 

2. 多 项 式 的 根 | 

设 Fx) e F[x], 数 a e FF, 如 果 f(a) = 0, 则 称 a 2 f(x) 的 一 个 
根 或 零点 . 如 果 x - a E: f(x) 的 k 重 因 式 , 则 称 a R f(x) 的 大 重 根 ; 当 

= 1 时, 称 4 J f(x) 的 单 根 ; 当 k > 1 时 , 称 a E f(x) 的 重 根 . 

3. 多 项 式 函 数 的 性 质 | 

QARA Ej 

i f/(=) e F[x],a e FF, 用 一 次 多 项 式 x - a ËR f(x) 所 得 的 余 式 
是 一 个 常数 ,这 个 常数 等 于 函数 值 f(a). 

i ”余数 定理 表明 可 以 采用 综合 除法 确定 多 项 式 f(x) 在 x = a 时 
的 值 /f(a) 或 验证 a 是 f(x) 的 单 根 或 重 根 ,这 比 直接 将 a 代入 f(x) 计算 
要 方便 得 多 . 

@ 因 式 定理 

设 f(x) e Flxj,aeF 则 (4 - a) | f(z) 的 充分 必要 条 件 是 f(a) = 

@ 多 项 式 根 的 个 数 定理 | 

F[x] th n( > 0) 次 多 项 式 在 数 域 下 中 的 根 不 可 能 多 于 = 个 ( 重 根 
按 重 数 计 ). 

@ 设 A(x) ,g(x) e FLx], 且 fx) ,g(x) 的 次 数 都 不 超过 n. 如 果 对 
n +1 个 不 同 的 数 Ci CC2 ° G, 有 f(a.) 一 g(a,)(i = 1,2,.…,n +1) 3 
则 fx) = g(x). ` 

4. 多 项 式 两 种 定义 等 价 ” | 

数 域 六 上 两 个 多 项 式 相 等 的 充分 必要 条 件 是 它们 所 定义 的 数 域 
上 的 多 项 式 函 数 相等 . 

i F[x] 中 两 个 多 项 式 f(x) 与 e(x) 相等 是 指 它们 有 完全 相同 
的 项 . 由 上 的 多 项 式 f(x) 和 g(x) 所 确定 的 肾 数 相等 是 指 对 任意 4 e 
F, 都 有 f(a) = g(a). 这 是 两 个 不 同 的 概念 ,但 因为 数 域 站 中 有 无 穷 多 
个 数 , 所 以 由 上 面 @Q 中 的 结论 知 ,多 项 式 的 相等 与 多 项 式 图 数 的 相等 
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实际 上 是 一 致 的 . 换言之 , 数 域 上 的 多 项 式 既 可 以 作为 形式 表达 式 来 
处 理 , 也 可 以 作为 函数 来 处 理 . 
1.1.7 复数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 及 根 的 性 质 

1. 复 系数 多 项 式 因 式 分 解 定理 

复 系 数 n( 宇 1) 次 多 项 式 败 x) 在 复数 域 上 都 可 惟一 地 分 解 成 一 次 
因 式 的 乘积 . 即 复数 域 上 任意 次 数 大 于 1 的 多 项 式 都 是 可 约 的 . 

2. 典型 分 解 式 | 

复 系数 n( > 1) 次 多 项 式 f(x) 具有 典型 分 解 式 

f(x) = a,(x —a,) (x —a,)2?: (x — a,)”. 

其 中 o, 是 f(x) 的 首 项 系数 ,al ,a,,… ,a, 是 不 同 的 复数 ,mm ,r,,…,r, 是 
正 整 数 且 m +r,+… +r, = n. 

3. 代数 基本 定理 

每 个 次 数 宇 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 至 少 有 一 个 根 . 

4. 复 系数 多 项 式 的 根 x 

n 次 复 系数 多 项 式 在 复数 域内 恰 有 nn 个 复 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 

5. 根 与 系数 的 关系 

Vieta 定理 设 al ,a ,…,a, 是 一 元 n 次 多 项 式 

f(x) = ax" +a, x + +ax +a(a, # 0). 


的 n 个 根 , 则 根 与 多 项 式 的 系数 之 间 有 下 列 关系 : 


Ql 
Cr + x, + `` + x, == — 
| G, 
_ Cn-2 
QQ 十 O03 + + OO, = 
. G, 
_ G. 5 
(X On 3 + OX XY. Xa + ` + G. CG. X, 一 a 
n 


aca 
n—-1 “1 
COQ + ° + X. X O, = ( 一 Í) Pa 


| a 
ooo = (1) 一 
Cn 
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1.1.8 实数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 及 根 的 性 质 

1. 实 系 数 多 项 式 因 式 分 解 定 理 

实 系数 n( 宇 1) 次 多 项 式 f(x) 在 实数 域 上 都 可 以 惟一 地 分 解 成 一 
次 因 式 与 二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 . 即 实 系 数 多 项 式 f(x) 在 实数 域 上 不 
可 约 的 充 要 条 件 是 9°(f(x)) = 1 或 Kx) = ax? + bx +c B -4ac <0.: 

2. 典型 分 解 式 

实 系 数 n( > 1) 次 多 项 式 f(x) 具有 典型 分 解 式 
f(x) = a,(x — a) a) (x +pa +q uo (Q + px +q), 
其 中 a, E f(x) 的 首 项 系数 ,al ,a,,…,a, 是 互 异 实数 ,p;,qi(i = 1,2， 
… 1) 是 互 异 的 实数 对 ,日 满足 p,” -4g; < 0(i = 1,2,…,t) l. 1, 
k, ,sk 都 是 正 整数 , 且 

l, ++ +Í +2k + +2k =n. 

3. 实 系数 多 项 式 的 根 

如 果 a 是 实 系 数 多 项 式 f(x) 的 一 个 非 实 的 复数 根 , 则 它 的 共 久 复 
数 a 也 是 f(x) 的 根 ,并 且 a 与 a 有 同一 重 数 . 

由 此 可 知 ,奇数 次 实 系数 多 项 式 必 有 实 根 . 

1.1.9 有理数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 及 根 的 性 质 

1. 本 原 多 项 式 

(1) 如果 一 个 非 零 的 整 系数 多 项 式 f 作 x) 的 系数 互 素 , 则 称 败 zx) ÉE 
一 个 本 原 多 项 式 . 

(2) 设 Kx) 是 任意 一 有 理 系 数 多 项 式 , 则 存在 有 理 数 r 及 本 原 多 
项 式 h(x) ,使 f(x) = rh(x) ,是 这 种 表示 法 除了 差 一 个 正 负 号 是 惟一 
的 , 即 如 果 f(x) = rh(x) = sg(%x) ,其 中 Kx) ,g(x) 都 是 本 原 多 项 式 , 则 
必 有 r =+s,h(x) =+ e(x) . 

注 “ 上 面 结果 表明 有 理 系 数 多 项 式 可 以 转化 为 整 系数 多 项 式 来 研 
37. 

(3) 高 斯 (Gauss) 引 理 ”两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 还 是 本 原 多 项 式 . 

(4) 如 果 一 个 非 零 整 系数 多 项 式 能 够 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 有 理 
系数 多 项 式 的 乘积 , 则 它 一 定 能 分 解 成 两 个 次 数 较 低 的 整 系数 多 项 陈 
的 乘积 . 
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《35) f(x) 是 整 系数 多 项 式 ,g(x) 为 本 原 多 项 式 , 如 果 败 x) = 
g(x)h(x) ,其 中 h(x) 是 有 理 系 数 多 项 式 , 则 h(x) 一 定 是 整 系数 多 项 式 . 

2. 艾 森 斯 坦 (Eisenstein ) 判别 法 

讽 

f(x) = ax +a x ++ox+ao 
是 一 个 整 系数 多 项 式 ,如果 和 存在 素数 p ,使 
Dpl ali =0,1,.…,n - 1) ;Q@p ta, ;@p Ya,; 

B| f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

注 1 艾 氏 判别 条 件 仅 是 一 个 判别 整 系数 多 项 式 不 可 约 的 充分 条 
件 , 也 就 是 说 ,如 果 一 个 整 系数 多 项 式 不 满足 艾 氏 判别 条 件 , 则 它 既 可 
能 是 可 约 的 ,也 可 能 是 不 可 约 的 . 

注 2 有些 整 系数 多 项 式 f(x) 不 能 直接 用 艾 氏 判别 法 来 判断 其 
是 否 可 约 , 此 时 可 以 考虑 利用 适当 的 文字 代 换 x = ay + b(a ,b 为 整数 
且 c 关 0) ,使 Kay +b) = g(y) 满足 艾 氏 判别 条 件 , 从 而 来 判定 原 多 项 
式 f(x) 不 可 约 . 这 是 一 个 较 好 的 方法 ,但 未 必 总 是 奏效 的 . 

3. 有 理 系 数 多 项 式 不 可 约 有 关 结 论 

(1) 有 理 系 数 多 项 式 f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 充 要 条 件 是 ,对 
任意 有 理 数 a = 0 和 ,多 项 式 g(z) = f(ax +b) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

(2) 在 有 理 数 域 上 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 , 如 x" +2 在 有 理 
数 域 上 不 可 约 . . x 

4. 有 理 数 域 上 多 项 式 根 的 性 质 

ii f(x) =ax" +a xl +…+ax+a 是 一 个 整 系数 多 项 式 , 而 


一 是 它 的 一 个 有 理 根 ,其 中 r,s 互 素 , 则 必 有 s| a,,r| ao. 特别 地 ,如 果 


f(x) 的 首 项 系数 a = 1, f(x) 的 有 理 根 都 是 整数 根 , 而 且 是 ao 的 因子 . 
注 1 当 有 理 系 数 多 项 式 fx) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 , 且 0?(CKRx) ) 
> 1 BJ f(x) 没有 有 理 根 . 这 里 9"(CKx)) > 1 是 必须 的 ,如 f(x) = 3x + 


2 有 有 理 根 - 所 ,但 o°(fAx)) = 1,B f(x) 不 可 约 . 
注 2 “有 理 系 数 多 项 式 f 作 x) 没有 有 理 根 , 则 所 x) 在 有 理 数 域 上 
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不 可 约 . ”这 一 命题 当 2 < 9°(f(x)) < 3 时 是 成 立 的 ,但 9°(f(x)) 2 4 
时 ,命题 不 再 成 立 , 如 f(x) = (2 +2)? 没 有 有 理 根 ,但 它 在 有 理 数 域 上 
n]. 四 

5. 求 整 系数 多 项 式 f(x) 的 有 理 根 的 方法 与 步 又 

(1) 分 别 求 出 首 项 系数 与 常数 项 的 所 有 因数 s;,c; ， 

(2) 当 f(1) ,A( -1) 皆 非 零 时 , 则 检验 -全 1 与 人 一 路 是否 同 时 为 


1 -一 1+— 
S; $ 


整数 ,来 排除 一 些 可 能 的 根 , 以 减少 验 根 次 数 ; 若 K1) ,f( - 1) 某 一 个 
为 零 ,这 时 用 x - 1 或 x + 1 Ë f() 的 商 式 进行 检验 即 可 


(3) 选 取 使 上 式 同 时 为 整数 的 所 有 有 理 数 二 | 
(4) 利 用 综合 除法 逐一 检验 被 选取 的 有 理 数 是 否 为 f(x) 的 根 . 


1.2 ”重点 和 难点 


本 章 对 一 元 多 项 式 理论 作 了 较 深入 、 系 统 、 全 面 地 论述 . 一 元 多 项 
式 的 内 容 十 分 丰富 ,可 归纳 为 以 下 四 个 方面 : 

(1) 一 般 理论 :包括 一 元 多 项 式 的 概念 .运算 、 导 数 及 基本 性 质 . 

(2) 整 除 理论 :包括 整除 .最 大 公 因 式 、 互 索 的 概念 与 性 质 . 

(3) 因 式 分 解 理论 :包括 不 可 约 多 项 式 , 因 式 分 解 , 重 因 式 , 实 系数 
与 复 系数 多 项 式 的 因 式 分 解 , 有 理 系数 多 项 式 不 可 约 的 判定 等 

(4) 根 的 理论 :包括 多 项 式 函数 ,多 项 式 的 根 ,代数 学 基本 定理 ,有 
理 系 数 多 项 式 的 有 理 根 求法 , 根 与 系数 的 关系 等 . x 

一 元 多 项 式 的 重点 是 整除 与 因 式 分 解 的 理论 ,最 基本 的 结论 是 带 
余 除 法 定理 最 大 公 因 式 的 存在 表示 定理 、 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 . 在 
学 习 过 程 中 ,如 能 掌握 两 大 重点 和 三 大 基本 定理 ,就 能 从 整体 上 把 握 一 
元 多 项 式 的 理论 . 

本 章 的 重点 是 :多 项 式 的 概念 ,整除 理论 , 因 式 分 解 理论 . 

本 章 的 研究 对 象 是 一 元 多 项 式 . 只 有 首先 明确 一 元 多 项 式 的 实质 
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是 什么 ,才能 为 掌握 全 章 打 好 基础 . 多 项 式 被 定义 为 形式 表达 式 , 是 本 
章 的 第 一 个 重点 概念 . 要 特别 强调 形式 表达 式 , 通 过 加 法 和 乘法 运算 进 
一 步 加 深 理 解 , 并 贯彻 到 所 有 内 容 中 去 . 

带 余 除法 定理 是 讨论 问题 的 基础 . 因为 有 时 余 式 不 等 于 和夫 所 以 多 
项 式 的 除法 不 是 总 可 以 进行 的 ,因而 ,整除 就 成 了 两 个 多 项 式 之 间 的 一 
种 特殊 且 重 要 的 关系 ,于 是 整除 就 成 为 一 个 重点 概念 . 最 大 公 因 式 、 互 
素 是 在 整除 的 基础 上 建立 起 来 的 概念 ,在 整个 多 项 式 的 理论 中 占 重 要 
his ,是 必须 深入 理解 的 基本 概念 ,特别 是 互 款 ,在 代数 学 的 其 它 部 分 

常用 到 ,因此 它们 成 为 两 个 重点 概念 . 整除 .最 大 公 因 式 、 互 素 构 成 整 
除 理论 

因 式 分 解 是 本 章 的 中 心 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 是 一 个 十 分 完美 
的 结果 ,在 代数 学 中 很 重要 . 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 是 说 :次 数 大 于 有 零 
的 多 项 式 可 以 惟一 地 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,而 不 可 约 多 项 式 是 
在 整除 意义 上 最 简单 的 多 项 式 , 因 此 ,定理 的 实质 是 把 复杂 的 多 项 式 转 
化 为 简单 的 多 项 式 . 整除 理论 和 不 可 约 多 项 式 的 概念 是 研究 因 式 分 解 
惟一 性 定理 的 基础 ;而 重 因 式 的 概念 、 特 殊 数 域 上 的 因 式 分 解 又 是 因 式 
分 解 惟 一 性 定理 的 具体 化 ;由 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 建立 了 多 项 式 的 
典型 分 解 式 ,以 典型 分 解 式 为 工具 ,又 可 以 从 理论 上 进一步 研究 整除 与 
最 大 公 因 式 . 因此 , 因 式 分 解 的 惟一 性 定理 确实 是 中 心 . 此 外 , 因 式 分 解 
理论 还 彻底 解决 了 中 学 数学 里 因 式 分 解 中 的 有 有 干 遗留 问题 . 

本 章 的 难点 是 :多项式 形式 表达 式 的 概念 ,不 可 约 多 项 式 的 概念 与 
判定 . 

用 形式 表达 式 定 义 多 项 式 ,既是 本 章 的 一 个 重点 ,又 是 本 章 的 一 个 
难点 . 多 项 式 被 定义 为 形式 表达 式 , 这 与 中 学 数学 里 的 定义 相距 较 远 ， 
文字 x 不仅 可 以 代表 数 , 而 且 可 以 是 其 它 事物 ,如 以 后 某 些 章节 中 将 要 
谈 到 的 矩阵 、 线 性 变换 等 , 的 意义 十 分 广泛 . 因而 ,初学 者 不 易 理 解 . 
当然 ,也 正 是 这 一 点 ,体现 了 代数 学 的 特色 ,成 为 代数 学 与 其 它 数学 学 
科 的 一 个 区 别 . 多 项 式 的 运算 是 形式 地 定义 的 ,多 项 式 的 导数 及 求 寻 法 
则 都 是 形式 地 进行 讨论 ,并 不 依赖 于 数学 分 析 中 的 同类 概念 . 多 项 式 的 
形式 表达 式 定义 以 及 由 此 引起 的 各 种 问题 ,很 可 能 长 时 间 地 使 初学 者 
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感到 困惑 . 因此 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 . 

不 可 约 多 项 式 是 多 项 式 理论 发 展 中 的 一 个 重要 概念 ,是 在 整除 理论 
的 基础 上 建立 的 较 高 级 的 概念 ,多 项 式 的 可 约 性 与 所 在 的 数 域 有 关 , 从 
而 是 较 难 理解 的 一 个 概念 . 不 可 约 多 项 式 的 判定 也 是 本 章 的 一 个 难点 


1.3 例题 解析 


1.3.1 多 项 式 相 等 的 证 明 方 法 
“1. 利用 定义 ,证 明 辣 次 项 的 系数 相等 . 
“2. 利用 多 项 式 吴 数 相等 , 即 设 f(x),g(x) e RIx] B 6°(/(x)), ` 

9° (g(x)) < n,## n +1 个 或 更 多 个 不 同 的 数 cl ,c,，… ,ctw ，…, 使 
fie) = g(0) =1,2,… n + 1, BJ f(x) = g(x) .特别 地 , 零 多 项 
式 有 无 穷 多 个 根 的 特性 要 了 予以 重视 . 

证 明 多 项 式 是 零 多 项 式 时 ,往往 采用 反 证 法 ,利用 根 的 个 数 定理 引 
出 矛盾 . 

3. 利用 次 数 定理 ,通常 用 反 证 法 . 

4. 利用 整除 ,证明 互 相 整除 ， 再 比较 首 项 系数 相等 

例 1 设 /(x) e F[x],# Va,b e F,#848 f(a + b) = fCa) + 
 J(Ob),WM| f(x) = hx, 其 中 ke F. 

证 明 ”方法 1: 设 f(x) = ax" +a, x" ++ +a +ao , 则 只 需 证 
明 x 

a =a, = =a =a =0. 

取 a = b = 0, 由 条 件 有 /A(0 +0) = A0) + A(0), 从 而 f(0) = 0. 
(B /(0) = ao , BX. ao = 0. 

由 条 件 可 推 得 ,对 任意 正 整数 mm ,都 有 
film) = Al+t1l+ +1) =f1) +/(1) + +f(1) = mf(1). 
Bila m" +a jm + +a,m = m(a, +a + +a, +a). 
从 而 am +a m+ +a,m + [a, — (a, +a, + +a, +a)j] = 
0. 因为 m 可 取 任 意 正 整数 ,由 根 的 个 数 定 理 , 所 以 多 项 式 


ax" l +a x+ +ax+ [a - (a, +a, + +a,+al)] 
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只 能 为 零 多 项 式 , 即 a =a j =… =a, =0. 于 是 f(x) = ax, 令 al = 
k, f(x) = kx, rB k e F. 


方法 2: 设 f(x) = DE 由 题 设 令 a = 5 得 f(24a) = 2/(a) ,其 中 
Va e F. 因此 f(2x) _ 2fü(z) #8 X35343 sk f(2x) = 2/(x) ,从 而 


S' 2'a a = 3 2a 2. 
由 多 项 式 相等 的 定义 得 2 a, = = 2a., 二 0,1,…,n. 因此 ao = a, = + = 
al = a, = 0, 故 f(x) = ax, 于 是 令 al = 天 即 得 证 . 

方法 3: 由 条 件 有 f(0 +0) = f(0) +/(0) , AT 700) = 0. 这 说 明 
f(x) 的 常数 项 为 零 , 于 是 令 Ax) = xg(x) ,为 此 只 知 证 g(x) e F. x 

对 任意 正 整 数 m, 都 有 fm) = m/(1). 同时 又 有 Am) = mg(m)， 
故 g(m) =f(1) = g(1). 由 此 得 多 项 式 g(x) - z(1) 有 无 穷 多 个 根 , 因 
此 g(x) -g(1) =0, 得 g(x) =g(1) e 政令 g(1) = k,MÚ f(x) = kx. 

方法 4: 对 任意 正 整 数 m, 根 据 题 设 条 件 都 有 f(m) = m/(1) , El) 
f(x) - xf(1) 有 无 窃 多 个 根 ,因此 fx) -xf(1) = 0,PD f(x) = xf(1)， 
令 f(1) = 上 &, 则 fx) = kx. 

注 ” 证 法 1 和 证 法 2 首先 都 从 比较 系数 出 发 ,然后 利用 根 的 个 数 
定理 证 明 某 些 系数 全 为 零 ; 证 法 3 和 证 法 4 首先 都 是 巧妙 地 构造 多 项 
式 , 然 后 证 其 为 零 多 项 式 . 显然 ,后 种 方法 简捷 ,但 技巧 性 强 . 

例 2 f(x) e R[x] , 且 满 足 

(1) 0) =O ; 

(2)# V< e R ,都 有 FAxz- + 1) = f°(x) +1. 

试 求 x). 
解 ” 由 题 设 条 件 易 知 , f(1) = 1,f(2) =2,f(5) = 5,f/(26) = 26， 
…, 即 多 项 式 f(x) -x 有 无 穷 多 个 根 , 因 此 f(x) -x = 0, Aü f(x) = x. 

£ 若 f(x) = x, 则 (1),(2) 显然 成 立 . 因此 ,实数 域 上 多 项 式 
f(x) = x (1),(2) 成 立 . | 

例 3 试 求 所 有 适合 f(f(x)) = (f(x))" 的 非 零 复 系数 多 项 式 
f(x) ,其 中 是正 整数 . 
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解 (1) 车 a°(f(x)) = 0, 则 f(x) = c, 其 中 是 非 零 常数 . 于 是 由 
条 件 得 c = c BD co”! = 1, 其 中 解 为 n - 1 次 的 单位 根 
km .. 2k x 


TI w ... — 
T Tisin Tk =0,1,: n — 2. 


于 是 f(x) = c, . 


(2) 若 3"(Kx)) = m > 0, 由 题 设 条 件 比 较 等 式 两 端 多 项 式 的 次 
数 得 me = mn, 即 m = n,Ëk f(z) 是 次 多 项 式 , 令 7x) = ax" +…+ 
a M 


JU(z)) = a J(x)) + (f(x)) +a, = (f(x))", 
(ao — 1)(f(x))" +… YO) +a, = 0, 
a = l,a, =* =a, =a, = 0. 
玫 f(x) = a". | 


1.3.2 整除 性 的 证 明 方 法 

1. 利用 定义 及 其 性 质 . 

2. 利用 带 余 除法 . 

3. 利用 多 项 式 的 典型 分 解 式 . 

4. 利用 因 式 定理 及 nn 次 单位 根 的 性 质 . 

5. 利用 不 可 约 多 项 式 的 性 质 . 

6. 利用 多 项 式 的 最 大 公 因 式 及 互 罕 的 性 质 . 

例 4 设 Ax),g(x) e F[=],uEBH Z° (<)! f2?2(=)eeg(x) | f(x). 

证 明 ”充分 性 由 整除 的 定义 多 证 . 下面 证 明 必 要 性 . 

方法 1: 若 Kx) = 0, 则 显然 有 g(x)1f(x). 若 f(x) 2 0,80 g(x) = 
O, Aü n] i& f(x) ,g(x) 的 典型 分 解 式 分 别 为 
f(x) = ap '(x)p. 2(X) Pr(X) ,g(%) = bg (xz)9g22(x)…9，(x). 
其 中 pi(x) q; (x) 是 互 异 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 k. L (i = ]， 
2,…,r;j = 1,2,…,s) 是 正 整数 . 由 于 g(x) | f ° (x) , 则 有 

a° Pn (x) p. (z) = b'q (x)g, (z)h(x) ， 

由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 得 qi(%) ,92(X) ,… ,g(xX) 必 为 p(x) ,ps(%)， 
…,p,(%) 中 某 些 个 , 即 s 么 7 不 妨 令 qi(x) = p;(x),i = 1,2,…,s, 其 中 
必 有 2l. < 2k,l < k.(i = 1,2,…,s). 因此 ,g(x) | f(x) . 
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方法 2: 若 f(x) 0, 则 g(x) 关 0, 从 而 (f(x) ,g(x)) = d(x) # 0, Z 
f(x) = d(x)/ñ(x),g(z) = d(x)g1(x), 
则 ( f. (<) ,81(%)) = 1 ,进而 (fi*(x) ,81 (x)) = 1. 但 由 g (x) | f (x) 3 
d(x) # 0 #ñ s? (x) | (x), 因此 得 g(x) = ce 为 非 零 常数 . 于 是 
g(x) = cd(x) ,g(x) | f(x) . 
方法 3; 设 U(x) ,g(x)) = d(x) #0, 则 存在 u(*) ,v(x) e 
x f YU + g(x)v(x) = d(x). 


进而 Pur) + 人 yo(z) = 1. 
对 上 式 两 端 同 乘 /(%) Pe tn + g(x) (2) = Ga); 


H (xz) 1 2 (x) ,得 /7(x) = g(x)h(x) ,将 其 代 人 上 式 得 
g(x) [全 < (xz)u(x) + ea] = f(x) . 


d(x) 
因此 g(x) | f(x) . 
方法 4: 由 g(x) 1f7(x), 则 f*(x) = g(x)h(x). 设 a 为 g(x) 
的 任意 一 根 ,由 g(a) = 0, 可 得 Ka) = 0, 这 说 明 g(x) 的 每 一 根 必 为 
f(x) 的 根 . 因此 ,在 复数 域 上 有 g(x) | f(x) ,又 因 多 项 式 的 整除 性 不 因 
数 域 扩大 而 改变 , 故 在 一 般 数 域 下 上 上 也 有 g(x) 1 f(x). | x 
方法 5: 假设 g(x) Y f(x),WW(/(z),g(z)) = d(x) 关 0, 则 有 
Gg°(g(x)) > Ə°(d(x)),B(/2(x),Z(x)) = 中 (xz) ,而 由 g (xz)1 (=) 
推 得 g(x) | d2(x), jk as(d2(x)) > 0°(g (x)), BP oa°(d(x)) > 
9°(g(x)) ,矛盾 . 故 g(x) | f(x). 
思考 : 设 是 任意 正 整 数 ,试问 g(x) | f" (x) 与 g(x) | f(x) 是 否 
等 价 ? . 
JS 证 明 x*+x+1|lx” + x "+x 其 中 尺 ,p,n 是 三 个 任意 
的 正 整数 . 
证 明 用 因 式 定理 来 证 明 . 可 求 得 * + x + 1 的 根 为 
-1 + ñi _- 1 - ñi 
— 


">! = 2 | 一 
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Bx +x+1 = (x-e)(x-e). 2 +x+11 52?) -1 所 以 ee = 1, 
JA e = e = e =1, 于 是 eta” ke = 1 +e, +e = 
0,i = 1 ,2. 由 因 式 定理 知 x -el x” + t +X? ,又 因为 (x -ex 一 
2 ) = 1, 所 以 
(x -el — e,) | z?” + xt +x?* ,Bx +x +11 x?” + 十 和 

例 6 设 p(x),g(x),r(x),s(x) e F|x],B 

p(x ) +xaq(x ) +xr(x ) = (x + x° + x° +x+])s(x“). (1) 
求证 :x -11 (p(z),q(x),r(z),s(2)). 

证 明 只 需 证 明 x — 1 Es p(x),q(x),r(z),s(x=) 的 公 因 式 . 

设 和 + 和 + 和 +x+1=(x —s,)(x -es,)(x -es)(z-e), 又 因 
为 | 


+] 


x —] = (x -1)(x+x ”+x +x +1), 
故 s5 =1i=1,2,3,4. 由 (1) 得 
p(ei5) +eldg(ei5) +e r(e” 2) =0 ,p(1) + eg(1) +errGi) = 0 
p(e,) +e,q(e,') +er(e,') =0, 即 Jp(1) +=,q(1) +e, 7(1) = O. 
p(es) +eg(es’) +eyr(e) =0 |p(1) +esq(1) +e37(1) = O 


e, ,562,63 可 以 看 作 方程 p(1) +xq(1) += r(1) = 0 的 三 个 根 , 则 p(1) 
= q(1) = r(1) = 0. (或 :因为 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 是 关于 
e, ,562,63 的 范 德 蒙 德行 列 式 , 且 不 等 于 零 , 所 以 齐 次 组 只 有 和 零 解 ) 

由 (1) 式 得 p(1) +q(1) +r(1) = 5s(1) ,从 而 s(1) =0, 于 是 1 是 
p(x) ,g(x) ,r(x%) ,s(x) 的 公 根 , 即 x -1 是 p(x) ,g(x) ,r(x) ,s(x%) 的 公 
因 式 . x | x 

例 7 设 p(x) 是 数 域 正 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 且 p(x) 有 一 个 
复数 根 a,f(x) 是 上 任意 多 项 式 , 且 f(a) = 0, 则 p(x) 1 f(x). 

证 明 ”由 题 设 条 件 和 和 因 式 定理 知 x — a E: p(x) Ej f(z) 的 公 因 式 ， 
因而 p(x) 5 f(x) 在 复数 域 上 不 互 索 , 而 互 索 不 随 数 域 的 变化 而 改变 ， 
故 p(x) 55 f(x) 在 数 域 尺 上 不 互 素 . M p(x) 是 不 可 约 多 项 式 , 根 据 不 可 
约 多 项 式 的 性 质 知 p(x) | f(x). 
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1.3.3 最 大 公 因 式 的 证 法 

1. 定 义 法 

2. d(x) 22 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 < 存在 w(x) ,v(x) € 
Flx], 使 作 x)u(x) +g(x)v(x) = d(x),B d(x)!| f(x),d(x)! g(x) . 

3. 反 证 法 ， 

4. Ër f(x) = g(x)q(x) +r(x),MM(/(x),g(x)) = (g(x) ,r(x)). 

5. 利用 互 素 的 性 质 :看 (/(z),g(x)) = 1,(/(x),h(x)) = 1, 则 
(J(x),g(z)h(x)) = 1. 

例 8 设 f(x),e(x) e Flxj,a,b,c,d e F B ad -~ bc # 0. 证 明 

(f(x),g(x)) = (af(x) + bg(x),cf(x) + dg(x)). 

证 明 令 (/(z),g(x)) = d(x),af(x) + bg(x) = f/(*x),çf(x) + 
dg(x) = g1(x) ,f(x) ,g(x)) = d,(x). fEMEd(x) = d,(x). 

H (f(x) ,g(x)) = d(x) , 则 由 整除 性 质 易 得 

d(x) | af(x) + bg(x),d(x)!] cf(x) + dg(x) ， 

故 d(x) | di (x). 

下 面 证 di(x)1 d(x). 由 af(x) +bg(x) = f/(x),cf(x) + dg(x) = 
g, (z) 解 得 


fx) = q TL da) -bes) 1 ,8s) = l" G + 


ag, (z) ]. a+ (C n (2)) = di(x), Fl d, (x) | f(x),di(x) | 
gi1(x) ,因此 di(x)1 fx),di(x)1 g(x), 故 d(x)1 d(x). 

由 于 d(x) 与 d(x) 都 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ， 且 相 互 整除 , 因 
此 d(x) = d(x). 

请 读者 用 定义 法 证 明 本 例 . 

注 1 通过 证 明 互 相 整 除 来 证 明 两 多 项 式 相等 ,是 一 个 重要 的 方 
法 ,这 也 是 对 1.3.1 证 明 题 的 补充 . 

注 2 ”由 此 可 以 构造 许多 等 式 ,如 (f(x),g(x)) = (f(x) +g(x)， 
g(x)) (f(x) +28(x), f(x) -g(x)) = (f(x) +g(x),f(z) -4g(x)) 
等 . 

注 3 当 ad-bc =0 时 ,命题 不 成 立 , 如 f(x) = g(x) =x,a = 1, 
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b =-1,c = d = 0 ,Bl]— J fl. 

例 9 i f(x),g(x) e FLxj] ,证 明 

(J(x),g(z)) = lex(/(x) +zg(z=)J(xz)g(x)) = 1. 
证 明 必要 性 .由 (f(x),g(x)) =1, 则 3u(x),v(x) e Fl[x] 使 
flx)u(x) +g(m)o(xz) = 1, 

进而 有 f(x)u(x) + g(x)v(x) +g(z)u(x) —g(g)u(x) = 1, 
BE — (/(x“) +g(a))u(x) + g(x) (v(x) ~ u(x)) =1. 
故 (f(x) +g(x) ,g(x)) = 1. 同 理 可 证 (Kx) + g(x) ,f(x)) =1. 所 以 
有 (f(x) + g(x) f(x)g(x)) = 1. 

充分 性 . 由 (f(x) + g(x) ,f(x)e(x)) = 1, 则 3u(x) ,v(x) E ° 
F[x] ,使 x 

(f(x) + g(x))u(x) +/(xw)g(x=)o(x) = 1 

由 此 得 f(x)(u(x) +g(x)v(x)) +g(xz)u(zx) =1,W((x),g(x)) = 1. 

£ 上述 必要 性 的 证 明 中 关键 在 于 (f(x) + g(x) ,g(x)) =1, 如 
采用 反 证 则 更 加 简捷 . 事实 上 ,假设 f(x) +g(x),g(x)) = d(x) 关 1， 
则 由 d(x) 1 f(x) + g(x) ,d(x) 1 g(x) ,得 d(x) | xz)， 进 而 dx) ! 
(f(x) ,g(x)), 即 d(x)1 1, 因 此 d(x) = 1, 这 与 d(x) 1 3 J. 

例 10 设 f(x),g(x) e Fix}j, 昌 0°(f(x)) > 0,0°(g(x)) > O. 
若 (f(x) ,g(x)) = 1, 则 在 F[x] 中 存在 惟一 多 项 式 u(x) ,v(x) 使 
| f(x)u(x) + g(x)v(x) = 1, | 

B o°(u(x)) < Ə°(g(x)),9Ə°(%(<x)) < 0°(f(x)). 

证 了 明 先 证 存在 性 .由 (f(x),g(x)) = 1, 则 3u(x),v.(x) e 

F[<] ,使 | 
f(x)u (x) +g(x)s (x) = 1. 

又 由 9°(f(x)) > 0,2°(g(x)) >0, 故 g(x) Tu (x) ,f(x) Te (x) ,于 
是 由 带 余 除 法 得 | 

ui (x) = g(z=)q,(z) +r,(x*),B ° (r,(x)) < 2ə°(g(x)) ; 

u (x) = f(x)q.(x) +r,(z),B 98°(r,(z)) < 9°(/(x)).. 
由 此 推 得 

f(x)(g(x)q,(x) +r,(z=)) +g(z)(/(z)q.(x) +tr,(zw*)) = 1, 
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EF f(x)ri(x) +g(x)r,(x) +f(z)g(x)(q,(x) +q,(z)) = 1. 

但 因 o° (/(x)g(x)) > Ə°(f/(z)r,(x=)),9°(f(x)g(x)) > Ə°(g(z=)r,(<x)), 

48 q. (x) + q,(z) =0, 故 及 x)ri(x) + g(x)r,(x) = 1 ,于 是 令 
u(x) = r(x) ,v(x) = r,(zx) 

即 为 所 求 . x 

再 证 惟一 性 . 假设 还 有 一 对 满足 题 设 要 求 的 多 项 式 u (x), (x) ， 

则 有 x 
(u(x) —u((x))f(z) = (u (x) —.(x))g(x). 
假若 u(x) # u (x) , 则 由 (f(x) ,g(x)) = 1 3Eth g(x)| u(x) -—uə (x). 
但 
Ə°(u(x) —u( (x)), < ó°(g(x)) ， 
矛盾 . 故 必 有 u(x) = uo(x) , 同 理 v(x) = u(zx). 

思考 : 奉 U(x),g(x)) =d(x) #1,B o° (/(x)) >0,0°(g(x)) > 

0 ,是 否 存 在 F[x] 中 惟一 的 多 项 式 u(x) ,v(x) 使 

f(x)u(x) + g(x)v(x) = d(x). 
此 时 ,对 w(x) ,v(x) 怎样 限制 才能 使 其 惟一 ? 
1.3.4 ” 重 因 式 ( 或 重 根 ) 的 判别 法 

1. f(x) 无 (有 ) 重 因 式 佐 UK) f '(x)) = 1((/(xz), f (x)) 天 
1 或 用 x),f'(x) 有 公 根 ). 

2. p(x) 为 Kx) BJ k + 1 重 因 式 op(x) 为 1'(x) 的 大 重 因 式 , 且 
p(x) 1 f(x). 特别 地 ,p(x) 为 Kx) 的 重 因 式 所 p(x) Er f(x) 与 1'(x) 的 
公 因 式 . x 

3. 待定 系数 法 . 


" Try 是 一 个 与 J 有 相同 的 不 可 约 因 式 , 且 没有 重 


因 式 的 多 项 式 . 
5. f(x) 有 重 根 exf(x) 55 f '(x) 的 结 式 ROCx),f '(z)) = 0. 
例 11” 数 域 上 任意 一 个 不 可 约 多 项 式 /(x) 在 复数 域内 无 重 根 
证 明 “因为 Kx) 是 数 域 P 上 不 可 约 多 项 式 , 则 必 有 (f(x)， 
f "(x)) = 1. 因 最 大 公 因 式 不 因数 域 扩 大 而 改变 , 所 以 在 复数 域内 
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f(x) 与 1 '(x) 也 互 束 , 即 (Kx), 太 (xz)) = 1. 故 f(x) 在 复数 域内 无 重 
因 式 ,因此 所 x) 在 复数 域内 无 重 根 . 

试问 :多 项 式 f(x) 在 F[x ] 中 无 重 因 式 与 f(x) 在 C[ x] 中 无 重 因 
式 是 否 等 价 ” 为 什么 ? | 

例 12 ” 当 正 整数 4 取 何 值 时 f(x) = (x +1)" = z" - 1 53985. 

分 析 JS f(x) 的 重 因 式 问题 ,一 般 来 说 总 是 从 求 (Kx) ,jx) ) 
入手 . 石 败 x) 的 次 数 不 高 , 则 利用 加 转 相 除法 确定 (Kx) , f '(x)) ,或 考 
£ f(x) 28 f '(x) 的 结 式 RCf(x) , f '(xz)); f(x) 的 次 数 较 高 或 不 定时 ， 
也 可 通过 拟 x) S f ' (x) 有 公共 根来 讨论 所 x) 的 重 因 式 . 

解 f/f'(x) =n(x+1)” -nx” .由 重 因 式 判 别 定理 知 ,f(x) 有 重 
因 式 的 充 要 条 件 是 作 x) 与 1'(x) 不 互 素 , 即 扩 x) 55 f ' (x) 有 公共 根 @&， 
于 是 
fla) = (a +1)" -a -l=0,f'(a)=n(a+1)” -na =0. 
即 (a+1)"=a "+l,(a+1)"”” =o 从 而 

a" +1 = (a+1)"' = (a +1)Y(a +1)”! = (a +1)a"” ， 

由 此 得 a”” = 1,(a +1)"”' = 1. 这 表明 4 与 a+1 都 是 n -1 次 单位 根 . 
令 a =a -+bi,llla+1 = (a +1) +bi,dHlal=la+ll=148 


a +b) = (a, +1)2 +b =1, 所 以 a = >b, = + Š. 于 是 a = 


=l: 即 a 是 3 次 单位 根 .再 由 a 是 n - ! 次 单位 根 得 31 mn 一 1 


例 13 设 A 作 x) 是 数 域 上 一 个 n( > 0) 次 多 项 式 ,证 明 .: f '(x) | 
f(x) 的 充 要 条 件 是 成 x) 有 nn 重 根 . 

证 明 ”充分 性 .因为 扩 x) 有 nn 重 根 ,有 是 f(x) 的 次 数 是 m， K f(x) = 
ax —- b)", JR f ' (z) = = na(x -5)” ,因而 f'(x) | f(x) . 

必要 性 . 

方法 工 :典型 分 解 式 法 . 设 败 x) 的 典型 分 解 式 为 
f(x) 一 ap (x)p, 2(X) Dr(X) 

其 中 p,(x)(i = 1,2,…,r) 是 下 上 首 项 系数 为 1 的 互 异 的 不 可 约 多 项 
式 ,a I f(x) 的 站 项 系数 ,ki(i = 1,2,…,r) 是 正 整数 且 h +k, +… + 
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k =n.) 
f'(x) = p1' (x)p; G). p. (w)g(x), 
其 中 g(x) 不 能 被 任何 pi(z) (i = 1,2,…,r) 整除 . 
因为 六 (zx) 1 fx) ,所 以 g(x) | pi(x)pa (x) p(x), 可 见 g(%) 可 
能 的 因 式 是 非 零 常数 及 p,(x) (i =1,2,…,r) ,但 p;(x)(i=1,2,.…,7) 
不 整除 g(x), 砂 g(x) = c = 0. 
De Ə°(p,(x)) = ni(i = 1,2,…,r) , 则 有 
nk trnk, 十 … +nk =n. 
从 而 推出 ni +n, +…+n, =1. 由 于 ni(i =1,2,…,r) 是 正 整数 ,因此 
| r=l,n =l,k =n. 
TJ: f(x) = api(xa). W pi (z) = x -5, 则 有 
f(x) = a(x“ —b)",a,b e F, 
即 /(z) 8 n 重 根 . 
方法 2: 待 定 系数 法 . 设 f(x) =ax +a, x + +ax+ak,a,e 
Pa # 0,BIJ f '(x) = nas" +(n-l)a x + +a,, B f(x) |! 
f(x) K 0° (f(x)) = 9°(f'(x)) +1 知 ,存在 多 项 式 cx + dË f(x) = (cx 


+ d)f (z). 因而 e = 一 ,此 时 
Hz) = (x + d)f'(a) = —(z + nd)f (2) = 一 (xD (a), 
Ju b = - nd. 于 是 (f(x) (x)) = QL (a) , 即 为 首 项 系数 为 1 的 n 


(x b)f (a) 


ASSET NSDI T (z b). 
fe) 
由 于 FT y BË T f(a) 的 全 部 不 可 约 因 式 ,所 以 J(x) 的 不 可 


约 因 式 只 能 是 x —- b 及 它 的 非 零 第 数 倍 . H T f(x) 的 次 数 是 nn, 所 以 
f(x) = a(x -b)',a,b e F,BD f(x) 有 n 重 根 . 
方法 3: 重 因 式 法 . H f ' (x) | f(x) , 令 
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nf(x) = (x —b)f'(x), 
由 此 求 导 得 (n -1)f'(x) = (x -—b)f "(x), 
依次 逐次 求 导 ,整理 得 (n -2)/'(x) = (x -~ b)/°? (zx) 
f(x) = (x - bf" (x). 
其 中 f"(x) = n a,a J f(x) 的 首 项 系数 . 由 上 式 逐 个 代入 整理 得 
f(x) = a(x -6b)", 

úK f(x) 有 nn 重 根 . 

方法 4: 重 根 法 . 设 a 为 Kx) 的 > 重 根 , 则 

f(x) = (x -a)'g(x), 其 中 g(a) 关 0. 
其 中 x -a 不 整除 rg(x) + (x — a)g'(z). Hf (x) | f(x) 得 ,rg(x) + 
(x ~a)g'(x)1 g(x), 由 此 可 得 g(x)1&'(x). 进而 9°*(g(x)) =0,Bhr 
= n,g(x) = b ,于 是 
fx) = bx 一 aa e€ F, 

从 而 用 x) 有 nn 重 根 . 

方法 5; 数学 归纳 法 . 

当 n = 1 时 ,命题 显然 成 立 . 下 面 假设 命题 对 n -1 次 多 项 式 成 立 ， 
现 证 明 n( > 2) 次 多 项 式 拟 x) 的 情形 . 

H f '(x) 1 f(z) , 则 有 

f(x) = c(x -d) zx) ， 
f'(a) = of '(x) +c(x - d)f "(x), 
(1 —c)f xz) = c(x — d)f "(x). 
HI f'(x)1 f '(zx), X.IN28 9° (f '(x)) = n -1, 由 归纳 假设 有 f'(x) 
= c, (x — by” E f(x) = ce, (x - d)(x -58)"” .对 此 求 导 得 
f'(x) = ce (x -—b)"'”[(x -b) +(n-1)(x-d)] , 

此 式 与 六 (xz) = c (x - b)" 比较 即 得 5 = d,@ a = ce, , SR f (x) = 
ax - b)", A f (x) 有 重 根 . 
1.3.5 不 可 约 多 项 式 的 判别 方法 

证 明 一 个 多 项 式 是 不 可 约 多 项 式 ,往往 利 用 : 

1. 反 证 法 . 
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2. 定义 法 . | x 

3. Eisenstein 判别 法 . 值得 注意 的 是 ,此 方法 只 适用 于 判定 有 理 数 
域 上 多 项 式 的 不 可 约 性 ;此 判别 条 件 只 是 充分 条 件 ,而 不 是 必要 条 件 ， 
因此 ,证 明 整 系数 多 项 式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 是 复杂 的 ,方法 多 样 , 拉 
巧 性 很 强 . 

例 14 ”判别 多 项 式 Ax) = x + 3x +1 在 有 理 数 域 上 是 否 可 约 ? 

解 ”方法 1 因为 9°(f(x)) = 3, 如 果 f(x) 可 约 , 则 fx) 必 有 一 次 
因 式 ,从 而 fx) 必 有 有 理 根 . 由 于 f(x) 的 常数 项 为 1, 首 项 系数 为 1, 故 
f(x) 的 有 理 根 只 可 能 为 +1, 但 f(1) =5=0,f/( -1) = ~3 关 0, 故 f(x) 
无 有 理 根 ,从 而 所 xz) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . | 

方法 2. 令 x =y-1, 则 g(y) = f(y - 1) =y -3y + 6y -3. 取 
p =3, 由 于 3 十 1,31-3,6, -3, 但 3 十 -3, 故 由 艾 森 斯 坦 判 别 法 知 ， 
f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

注 1 ”如 果 次 数 宇 2 的 有 理 系数 多 项 式 有 有 理 根 , 则 它 当然 是 可 
约 的 ;但 如 果 它 没有 有 理 根 , 则 只 能 说 它 没有 一 次 因 式 , 它 还 可 能 有 别 
的 因 式 , 所 以 我 们 一 般 不 能 依 此 就 断定 它 不 可 约 . 只 有 当 多 项 式 的 次 数 
<3 时 ,才能 根据 它 没有 有 理 根 而 断定 它 不 可 约 . 

注 2 本 例 不 能 直接 使 用 艾 森 斯 坦 判 别 法 ,但 经 过 变换 zx = y - 1， 
f(x) 可 化 为 应 用 艾 森 斯 坦 判 别 法 的 情形 ,这 是 判别 整 系数 多 项 式 不 可 
约 的 一 个 常用 方法 . 

例 15 求 所 有 整数 m, 使 多 项 式 f(x) = x +mx+1 在 有理数 域 上 
可 约 . 

解 ”分 两 种 情形 讨论 ，; 

(1) 车 Kx) 有 有 理 根 , 则 f(1) = m+2 =0 或 K -1) =m = 0, 
解 得 m = -2 或 mm = 0. 

(2)3 f(x) 无 有 理 根 , 则 f(x) 可 分 解 为 一 个 2 次 多 项 式 与 一 个 3 
次 多 项 式 的 乘积 . 设 

f(x) = — +mx +] = (x +ax +1)(x%' + bz” + cx + 1) 
或 


f(x) =x +m<x +] = (x? + ax —- 1) (2 + bx + cx — 1), 
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其 中 a,b,c 都 是 整数 . 将 第 一 个 式 子 右 端 展开 , 比较 两 端 同 次 项 系数 ， 
得 a =1,2=-1lc=0,m=1. 将 第 二 个 式 子 右 问 展 开 , H 235 B IK 
项 系数 求 不 出 整数 解 . 

综 上 所 述 , 当 且 仅 当 mm = 0,1, -2 时 ,f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 . 

例 16 设 f(x) =(x-a)(xz-a)…xz-a)-1, 其 中 aiaz，… 
a, 是 两 两 不 同 的 整数 . uFBH f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 ， 

证 明 反 证 法 . 假设 f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 , 则 所 x) 可 以 分 解 成 
两 个 次 数 < n 的 整 系数 多 项 式 之 积 , 即 f(x) = g(x)h(x) .由 题 设 可 得 

flai) = g(a)h(a) =-1l, = 1,2,-.,n 
由 于 g(a;) ,h(ai) 都 是 整数 , 故 g(a;) =1,h(ai) = -1 或 g(a:) = ~ 
h(a;) = 1 , 即 总 有 
g(a,) + h(a.) = 0,i = 1,2,: 

可 见 多 项 式 g(x) + h(x) 有 nt 个 互 异 的 根 .但 jel gl + h(x)) < n, 
这 与 多 项 式 根 的 个 数 定理 矛盾 ,所 以 岂 x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

iË ”al ,a;,… a, 两 两 互 异 这 一 条 件 是 不 可 少 的 ,否则 命题 不 成 
sr. 例如 f(x) = (x -1) -1=x(x -2) , Bl f(x) 在 有 理 数 域 上 可 约 . 
1.3.6 有关 多 项 式 根 的 问题 

例 17 已 知 :对 于 实 多 项 式 f(x) = < +a +a, + a, + ajx 


+ ao 的 任意 一 根 a, 都 有 一 ,1 - a 也 是 根 , 求 f(x). 


解 、 显 然 a。 x 0,1. 由 题 设 条 件 有 a, 一 ,1 - 4a, 了 一 ,1 -一 ,1 - 


一 一 J f(x) 的 根 ,由 于 f(x) 是 5 次 多 项 式 , 故 上 面 的 根 必 有 两 个 相 
等 . 由 


a= À =l-aa=—l ¿a =1-lua=1- 
a l-a a 


] 


l-a 


解 得 a。 = - la = ,a = 2,4 = 5 31 于 是 f(x) 有 如 下 7 种 结果 ; 


flx) = (z +1)(x -2)(x -—)(z - Lt Bi) (z - Li), 
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Hz) = (z +1)) (a -2)(a =>) fx) = (z+1)(z -2)2(x - 2) ; 
f(z) = G + 1)G -2)(x - 2) G) = (z + 1)2(z -2)2(0x - >); 


f(a) = (z +1)2(z -2)( -3) (z) = (z + 1) (z = 2)2(a - >). 


例 18 求 f(x) =x +2x' —- 6% — 8x’ +17x +6x” — 20x + 8 Bñ 
全 部 根 . 

解 1 是 Ax) 的 4 重 根 , — 2 j f(x) 的 3 重 根 . 

先 用 轧 转 相 除 法 求 出 (Kx) ,f(x)) = 和 +x -Sx -x +8x-4， 
于 是 ， 

Ty ~ x +xX-2= (x-1)(x + 2). 

与 f(x) 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 x -1,x +2, 可 见 凡 x) 有 根 1, -2. 青 
用 综合 除法 验证 重 数 分 别 为 4,3. 

或 可 用 试 根 法 , 留 给 读者 来 完成 . 

例 19 ” 求 作 一 个 多 项 式 , 使 它 的 各 个 根 分 别 等 于 多 项 式 f(x) = 
x — 3x* +7 的 各 个 根 减 1. 

解 ” 用 综合 路 法 ,将 所 x) 表示 成 x - 1 的 方 竺 展开 去 为 

f(x) =(x-1) +á(x -1) +3(x -1) -2(x -1) +5. 
故 所 求 多 项 式 为 x* + 45 +3x” -2x+5. 


1.4 练习 题 及 答案 


1.4.1 练习 题 
1. 当 a ,b,c 取 何 值 时 ,多 项 式 
f(x) =x~-553e(x) = a(x -2)2 +b(x+1) +c(x — x +2). 
相等 . 
2. 设 f(x) =1+x+ +g" ,g(x) =l +x+ + x" ,证 明 : 
f(x) g(x) = (T+x+ + x")° — x". 
3. 证 明 : 多 项 式 
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fx) = (xr tl) (x +x? +. +x+1). 
的 展开 式 中 不 含 奇数 次 项 . x 
4. f(x),g(x),h(x) e R[z],B f(x) = xg° (z) + xh (x) , 则 
f(x) = g(x) = h(x) = O. 
5. 设 f(x) e F[x] , 若 | 
/ (1) Va e F,a 关 0, 都 有 f(x — a) = f(x) ,试问 f 作 x) 是 什么 样 的 
多 项 式 ? | 
(2) Va e FF, 都 有 f(ab) = f(a)/(b) ,试问 作 x) 是 什么 样 的 多 项 
式 ? 
6. 证 明 f(x) = sinx 不 可 写成 多 项 式 . 


7. 设 Kxz) = xw" +a"! +. + ax + a, e R[z], Ba < 
-各 o. B| f(z) 不 可 能 有 个 实 根 ， 


8. /(x) | f(x") , NI] fz) 的 根 只 能 是 和 零 或 单位 根 . 
9. 证 明 x(x +1)(2x +1)! (x +1)2” — 2” — 2x — 1. 
10. 设 p(x) 是 数 域 放 上 的 一 个 不 可 约 多 项 式 , 且 p(x) 有 一 个 复数 
根 a,f(x) 是 上 任意 多 项 式 , 且 f(a) = 0, 则 p(x) 1 f(x) . 
11. 设 f 儿 x) ,g(x) ,h(x) ,L(x) 满足 
[2 + 1)h(x) + (x +1)/(x) + (x +2)g(x) = 0 
(“2 +1)I(x) + (x - 1)/(x) + (x — 2)g(x) = 0 
证 明 : x* — 11 /(z),z -1| g(x). 
12. 设 f(x),…,f,(x) e F[x],n > 2 ,在 
xl k. qx +ll f(x") +xf.(x") + +x" (x") , 
刚 x — 11 f(x),i = 1,2,: n - 1. 
13. 如 果 x — 11 f(x") HJ — 11 f(x"). 
14. uEBH xl f (x) 的 充 要 条 件 是 x1 f(x) ,其 中 上 是 任意 正 整 数 ， 
15. 证 明 : 若 (Kx),g(z)) = 1, 则 (f(x) -48 (xz),8(xz)) = 1. 
16. 设 f(x) = 35° +5x -16x — 62 —- 5x — 6,g(x) = 3x 一 4x2 — 
x —x-2, 


(1) 求 (Ax) ,g(x)) ; 
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(2) 求 多 项 式 u(x) ,v(x), 使 f(x)u(x) + g(x)v(x) = (/Ga), 
g(x)). 


17. 设 f(x) ,g(x) e F[xj ,证 明 

(1) (f(x) ,g(x)) = (f(x) + g(x)u(x) ,g(x)), 其 中 Vu(x) € 
Flx]; 

(2) 设 f(x) =x +a x + +ax+ad(a 天 0) ， 

g(x) = x""' 
则 (f(x) ,g(x)) =1. 

18. 证 明 ; x + 1 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 

19. 设 p(x) E: F[x] 中 次 数 > 0 的 多 项 式 , 旦 对 于 任意 fx) e 
F[x] ,都 有 p(x) Ú f(x) 或 (p(x) Kx)) = 1, 则 p(x) 是 上 的 不 可 约 
多 项 式 . 

20. W /(x) 是 F[x] 中 次 数 > 0 的 多 项 式 , 试 证 :用 x) 等 于 某 个 不 
可 约 多 项 式 p(x) 的 方 智 的 充 要 条 件 是 : Vg(x) ,h(x) e FLxj], 或 者 
(f(x) ,g(x)) = 1 ,或 者 存在 某 个 正 整 数 m, 使 f(x) | h"(x). 

21. 设 f(x) 是 F[x] 中 次 数 > 0 的 多 项 式 , 试 证 :f(x) 等 于 某 个 不 可 
约 多 项 式 p(x) 的 方 赛 的 充 要 条 件 是 :Yg(x) ,h(x) e F[x], 3 f(x) 1 

g(x)h(x) 就 有 f(x) | g(x) 或 存在 某 个 正 整数 严 ,使 Kxz) | h” (a) . 
| 22. 将 多 项 式 f(x) = 7x + x< — 8? + 8x -9 表 成 
f(x) = ax(x -1)(z -2)(x -3) 
+bx(x —1)(x -2) +cx(x -—1) + dx + e 


-2 
+ G  - x + `` + G, x + G, 9 


的 形式 . 

23. 若 p 是 素数 ,判断 多 项 式 f(x) = x +px +2p -1 在 有 理 数 域 上 
是 否 可 约 ? 

24. 求 多 项 式 f(x) = x +2x +9 与 g(x) = x“ -4x +4x -9 的 
公共 根 . 

25. 已 知 f(x) = < -10x + 15x -6 有 重 根 , 试 求 它 的 所 有 根 并 确 
定 重 数 . 

26. 证 明 多 项 式 f(x) = >Z?” -—- nx"*' +nx -1 以 1 为 3 重 根 . 
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1.4.2 练习 题 答案 
6 13 6 

l]. a =b =- Ze = =: 

利用 多 项 式 相 等 的 定义 , 即 对 应 同 次 项 的 系数 相等 ;也 可 利用 多 项 
式 恒 等 取 一 些 特殊 的 x 值 来 确定 参数 . 

2. 证 明 : 设 h(x) =l +x +: +x", B f(x) =h(x) +x"*' ,g(x) = 
h(x) — x" , 故 | 

f(x) + g(x) = (h(x) +<"*')(h(x) - xz"). 
= h2 (x) - x"h(x) + x"*h(x) ~ x = h? (x) -—- x" 
3. 证 明 :由 于 * +1 = (x +1)(x? -x +.…+x — xz +1) , 
x _ 1 = (x - 1) (x° tx” 十， +x +x+]), 
两 式 相 乘 得 xz -1 = (2 -1)f(x). 
T x” -1 与 x -1 中 都 不 合 奇 数 次 项 ， ike f(x) 的 展开 式 中 也 不 含 奇 
数 次 项 . 

4. 反 证 法 ,利用 次 数 定理 引出 矛盾 . 

5. 解 :(1) f(x) = 大, 其 中 大 E F. 

若 不 然 , 假 设 9°(f(x)) = n > 0, 设 a 是 f(x) 的 根 ,由 题 设 条 件 得 
fla —a) = f(a) = 0, 故 a -a 也 是 上 作 x) 的 根 , 依 此 类 推 ,a -2a,a - 
3a,… ,Qa — ma,… 都 是 f(x) 的 根 ,这 与 扩 x) H#83 n TB A. 

(2) f(x) = 0,1,x . 

由 题 设 条 件 , Va e 下 ,都 有 Fo) = f2(a). # f(x) =&, 则 = 
K kk =0,1, 即 fx) =0,1. 若 9°(f(x)) = n >0, 由 Fa ) = f° (a) 

得 fx ) = f°(x). W f(x) = ax B f(x ) = f* (x) 比较 系数 可 得 
| a, = l,a, = 0,i =0,- n - 1,88 f(x) = x". 

6. 反 证 法 . 由 根 的 个 数 定 理 引 出 站 眉 . 

7. 证 明 : 反 证 法 . 假设 f(x) 有 个 实 根 w ,a ,，……,a。 ,由 根 与 系数 
关系 有 

(| 二 CI 十 CQ 十 … + G, 


Isi <;j=n 
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则 
(n -1l)a -2na = (n -1)(@ 2? ++ +a? +2 > a0) -2n 5 G, 


1=;<j<n I<i<j<n 


= (n-l)(a + -- +a, ) - 2 > QQ = > (a -ww) ° > 0. 


. l<i<j<n 1=wi<j=n 
2 
H a, < 


个 实 根 . 

8. 证 明 : 设 a 是 f(x) 的 任意 一 个 根 , 即 作 a) = 0. BB f(x) f(x") 8 
到 a 也 是 包 x") 的 根 , 即 帮 a*) = 0, 这 表明 a" 也 是 fx) 的 根 . 依 此 类 
推 ,a,a",a" ,a”,… 都 是 f(x) 的 根 . 如 果 f(x) 是 m 次 多 项 式 , 则 它 最 多 
只 可 能 有 m 个 不 同 的 根 , 这 表明 存在 正 整 数 & > 1. a" = a", 即 
a"(a” -1) = 0, 可 见 a 或 者 为 零 ,或 者 为 单位 根 . 

9. 利用 因 式 定理 及 互 素 的 性 质证 明 . 

10. 证 明 : 由 因 式 定理 知 x -a 是 p(x) 与 用 x) 的 公 因 式 , 因 而 p(x) 
与 f(x) 不 互 察 ,又 p(x) 是 不 可 约 多 项 式 ,根据 不 可 约 多 项 式 的 性 质 知 
p(x) | f(x). 

11. 证 明 : 对 所 给 的 两 式 相 加 得 (<° +1)(h(x) +I(x)) +2x(f(x) 
+ g(x)) =0, 于 是 (x +1)12x(Kx) +g(x)), 而 (x” +1,2x) = 1, 故 
(x” +1)1 (f(x) + g(x)). 两 式 相 减 , 同 理 证 得 (x” + 1) | (2f(x) + 
4g(x)) .综合 以 上 两 条 命题 得 证 . 

12. 利用 n 次 单位 根 的 性 质 , 仿 照例 6 证 明 . 

13. 证 明 : 由 x - 11 f(x") 得 AI) =0. 设 

x -1= (x-1)(x-e).…(x-e,.1), 
则 8”=1,2 = 1,2,- n 一 1. 从 而 f(a,"”) = fA(1) =0,Bll z, E f(x") 的 
根 , 故 x - e,| f(x"). 又 因为 x -1,x -ex -两 两 互 素 ,所 以 
(x—1)(z=-— a): (z — g, ) | /(x") , 

好 x ” — 11 f(x") . 

14. 充分 性 显然 ,必要 性 用 反 证 法 . 

15. 先 证 (f(x) +2g(z),g(x)) = 1,(f(x) -—2g(x),g(z)) = 1, 
再 由 互 素性 质 得 出 . 


— a) 得 (mn - 1)a -2na, < 0, 矛 盾 . 因此 f(x) 不 可 能 有 n 
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16. 解 :(1) (Kx),g(z)) = x+ 二 


(2) u(x) = - (2 —x-1),s(x) = — (= +2x —5x - 4). 


17. 证明:(1) 用 定义 法 或 运用 整除 证 明 左 右 两 端 相等 . 
(2) 由 于 f(x) +(-x)g(x) = aç # 0 ,利用 (1) 的 结论 得 
(f(z),g(x)) = (f(x) + (-<x)g(z),g(z)) = (ao,g(xz)) = 1 

18. 证 明 : 作 代 换 x = y + 1 ,利用 艾 森 斯 坦 判别 法 . 

19. 反 证 法 . | 

20. 证 明 : 必 要 性 由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 易 证 . 充分 性 采用 反 证 法 . 

21. 证 明 ; 必 要 性 由 不 可 约 多 项 式 的 性 质 易 证 . 充分 性 采用 反 证 法 . 

22. f(x) =7x(x-1)(z-2)(x-3) +43x(x -1)(z -2) +44x(x 
- 1) +8x -9. | 

(提示 :对 f(x) 及 余 式 依次 作 综合 除法 ,其 除 式 分 别 为 x,* ~ 1,x - 
2,x-3.) 

23. f(x) 在 有 理 数 域 上 不 可 约 . 提示 : 当 p = 3 时 ,f(x) 无 有 理 根 ; 
当 p > 3 时 , 作 代 换 x = y + 1 ,利用 艾 森 斯 坦 (Eisenstein ) 判别 法 . 

24. 可 求 得 (f(x) ,g(x)) = 22 -2x +3, 故 它们 的 公共 根 为 1 + V2i. 

25. 可 求 得 (f(x) f '(x)) = (x -1) ,所 以 1 是 Kx) 的 3 重 根 . 又 
由 综合 除法 得 Kx) = (x -1) (x +3x+6), 故 扩 x) 的 全 部 根 为 1,1， 
1 = 3 Ë V151i | 


26. 因为 AR1) =f'(1) =ffr(1) =0,fH/”(1) 关 0, 所 以 1 为 所 x) 
的 3 重 根 . x 
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823 “行列 式 的 计算 方法 和 技巧 


行列 式 是 高 等 代数 中 的 一 个 重要 的 研究 对 象 , 行 列 式 的 理论 起 源 
于 解 线性 方程 组 ,时 至 今日 行列 式 不 仅 是 求解 线性 方程 组 的 有 力 工 具 ， 
而 且 在 求 逆 和 矩阵、 求 和 矩阵 的 秩 、 判 断 二 次 型 的 正定 与 负 定 、 判 断 问 量 组 
的 线性 相关 性 、 求 矩阵 的 特征 值 、 坐 标 变换 、 多 重 积分 中 的 变量 蔡 换 等 
方面 都 有 广泛 的 应 用 . 然而 这 些 应 用 最 终 都 离 不 开行 列 式 的 计算 , 它 是 
行列 式 理 论 中 的 一 个 重要 问题 . 因此 本 章 重点 讨论 行列 式 的 计算 方法 ， 
总 结 归纳 各 类 常用 方法 ,以便 从 理论 和 技巧 上 更 好 地 发 挥 它 的 作用 . 


2.1 内 容 提 要 


2.1.1 行列 式 的 定义 

1. 排列 、 逆 序数 、 对 换 及 其 性 质 

n 个 数码 1,2,…,n 组 成 的 一 个 有 序 组 称 为 一 个 n 阶 排列 , 记 为 
bb, ,2 Jn 等 . n 除 排列 的 总 数 是 n! . 

在 一 个 于 阶 排列 记忆 中 , 若 一 对 数码 的 前 后 位 置 与 其 大 小 顺序 
相反 , 即 前 面 的 数 大 于 后 面 的 数 , 则 称 它们 梅 成 排列 的 一 个 鸳 序 ( 反 
序 ). 一 个 排列 中 逆序 的 总 数 称 为 这 个 排列 的 逆序 数 . HEP L L. i, 的 逆 
序数 记 为 m(ii l.) 

道 序数 为 偶 ( 奇 ) 数 的 排列 叫做 偶 ( 寄 ) 排列. 在 一 个 排列 中 ,交换 
两 个 数码 的 位 置 , 而 其 余 的 数码 不 动 , 就 得 到 另 一 个 排列 ,这 种 对 排列 
所 作 的 变换 手续 称 为 对 换 . 

每 一 个 对 换 都 改变 排列 的 奇偶 性 . 

任意 一 个 n 阶 排 列 与 排列 12…n 都 可 以 经 过 一 系列 对 换 互 变 , 并 
且 所 作对 换 的 个 数 与 该 排列 的 奇偶 性 相同 . 


n > 2 时 ,n 个 数码 的 奇 排列 与 偶 排列 的 个 数 相等 ,各 为 马 - 个 
2. n 阶 行列 式 的 定义 
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用 符号 


(2.1) 


G, Go ` Qn 
表示 的 n 阶 行列 式 指 的 是 ”! 项 的 代数 和 , X B Ji J — JJ nJ BË 89 EX. B 
(2. 1) 的 不 同 的 行 与 不 同 的 列 上 的 n 个 元 素 的 乘积 ca …a。 . 项 
Qj G; 6. 的 符号 为 ( 一 1 ) (oa 5 ,也 就 是 说 ， =I 是 偶 排列 时 ， 


G, G, Cl1n 
G, 42 ` G, _ ( -1) "Qua" “ja) aa... 
_ . lj 2J5 njx° 
jya J, 
Cnl Um 机 (nn 


符号 定理 :车 吉 P… 记 与 /六 … 六 是 两 个 阶 排列 , 则 one a, E 
n 阶 行列 式 (2. 1) 的 一 项 , 且 该 项 的 符号 是 ( - 1) "2+". 


n 阶 行列 式 也 可 以 定义 为 
Ci G, v Gi, 
G, G> ` Ga, ( -1) "Oyjn) 
n = G, iG;2 1 G; n。 
G. Co *... (Lon 


n 阶 行列 式 的 两 种 定义 等 价 . 上 面 的 n 阶 行列 式 也 可 简 记 为 
D =1 ai 1 ,i,j 分 别 叫 做 元 素 ay 的 行列 指标 . 一 阶 行列 式 1 au l = an, 
二 、 三 阶 行列 式 还 可 以 按 对 角 线 法 则 进行 计算 ,但 计算 三 阶 以 上 的 行列 
式 不 能 采用 对 角 线 法 则 . 
2.1.2 行列 式 的 性 质 

性 质 1 ”行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相 等 . 此 性 质 说 明 ,行列 式 的 行 
与 列 处 于 完全 平等 的 地 位 , 即 对 行 成 立 的 性 质 , 对 列 也 同样 地 成 立 . 

性 质 2 ”交换 一 个 行列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 改 变 符 号 . 由 此 得 : 
若 一 个 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 , 则 这 个 行列 式 等 于 零 . 
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性 质 3 ”把 一 个 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 以 某 一 个 
数 丰 ,等 于 以 大 乘 这 个 行列 式 , 由 此 可 得 三 个 推论 : 

(1 ) 一 个 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 所 有 元 素 的 公 因子 可 以 提 到 行列 式 
符号 的 外 边 ， 

(2) 若 行列 式 中 有 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 都 是 零 , 则 此 行列 式 等 于 截 . 

(3) 若 行列 式 有 两 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 , 则 此 行列 式 等 于 零 . 

性 质 4 ” 设 行 列 式 D 的 第 i 行 的 所 有 元 素 都 可 以 表 成 两 项 的 和 : 


du 4312 ka ay, 
D = 
b, te, b, +c, … b, + en. 
Qn Go .": Cnn 


BË Z D = D, + D, ,其 中 DD 的 第 i 行 的 元 素 是 ba ,ba ,bi D, 的 第 i 行 
的 元 素 是 ca ,co,… ,ci T D, 与 D, 的 其 它 各 行 剖 和 D 的 一 梓 . 

注 1 同样 的 性 质 对 于 列 来 说 也 成 立 . 对 于 行列 式 第 i 行 的 各 元 
素 都 是 * 项 之 和 的 情况 , 则 它 等 于 :个 行列 式 之 和 (单行 可 加 性 ). 

注 2 ”如 果 n 阶 行列 式 的 各 元 素 都 是 两 项 之 和 , 则 它 可 以 分 解 成 
2 ”个 行列 式 之 和 . 

性 质 5 ”把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 乘 以 同一 数 后 加 到 为 一 
行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 上 ,行列 式 不 变 . 

为 做 题 时 描述 方便 ,引入 下 列 记 号 : 

(1) r, + k(#K c, + k) 表示 第 i 行 ( 列 ) 提出 公 因 和子; 

(2) r+kr( 或 c+ ke) 表示 将 第 j 行 ( 列 ) 的 k 售 加 到 第 i 行 ( 列 ); 

(3) rer( 或 circ) 表示 交换 第 i 行 ( 列 ) 和 第 j 行 ( 列 ) 的 位 置 ; 

(4) ri +r, + +r (EBR c, + ci + +ci) 表示 把 第 i,,…,i, 行 
( 列 ) 都 加 到 第 六 行 ( 列 ) 上 . | 
2.1.3 ”行列 式 的 展开 定理 

1. 子 式 、 余 子 式 、 代 数 余 子 式 x 

在 一 个 n 阶 行列 式 忆 中 任意 取 定 并 行 和 天 列 (人 过) ,位 于 这 些 行 
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列 相 交 处 的 大 个 元 素 按照 原来 的 次 序 所 构成 的 大 阶 行列 式 下 叫做 行列 
式 DD 的 一 个 上 阶 子 式 ， 

n(n > 1) 阶 行列 式 DD 的 某 一 元 素 a 的 余子 式 计 , 指 的 是 在 D r II 
去 a, 所 在 的 行 和 列 后 所 余下 的 n — 1 阶 子 式 ;a; 的 余子 式 M, 前 面 加 上 
符号 ( -1)” 后 ,叫做 元 素 ay 的 代数 余子 式 , 记 为 4 = ( - 1) SM; 

设计 是 n(n > 1) 阶 行列 式 D 的 一 个 阶 子 式 ,在 D 中 划 去 这 上 行 
和 上 列 后 余下 的 元 素 按照 原来 的 次 序 所 构成 的 n - 阶 子 式 M' 叫做 子 
= M # D 中 的 余子 式 . 1 D 的 & 阶 子 式 MM 在 D 中 所 在 的 行列 指标 分 
| 别 是 1 则 M 的 余子 式 M' 前 面 加 上 符 号 
(一 了) +G tio 后 叫做 子 式 M 的 代数 余子 式 . 

由 此 可 知 ,元 素 的 余子 式 、 代 数 余子 式 是 子 式 的 余子 式 、 代 数 余 于 
式 的 特例 . | 

2. 行列 式 按 一 行 ( 列 ) 展 开 

行列 式 D =1 a, | 等 于 它 的 任意 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 素 与 它们 的 对 
应 代数 余子 式 的 乘积 的 和 ;行列 式 D 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 与 胃 外 一 行 
( 列 ) 的 对 应 元 素 的 代数 余子 式 的 乘积 之 和 等 于 有 零 . 即 
D ,i = J; 


Ga AA + a. A, + "+ Qi 人 Ap 一 to > j. (n = 2). 
| D, = J; 
auAy + ayÀ, + + asÀ,, = to 2 


3. 行列 式 按 若 干 行 ( 列 ) 展 开 

拉 普 拉 斯 (Laplace) 定理 : 设 在 行列 式 DD 中 任意 取 定 了 k(1 < 有 三 mn 
- 1) 个 行 ( 列 ) ,由 这 上 k 行 ( 列 ) 元 素 所 组 成 的 一 切 阶 子 式 与 它们 的 代 
数 余子 式 的 乘积 的 和 等 于 行列 式 DD . 

特别 地 , 当 k = 1 时 ,那么 由 这 取 定 的 一 行 ( 列 ) 元 素 所 组 成 的 n 个 
一 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 式 的 乘积 的 和 等 于 行列 式 D . 这 结论 恰好 
是 行列 式 依 行 ( 列 ) 展 开 公 式 的 结果 ， 

4. 行列 式 的 乘法 规则 (定理 ) 

两 个 n 阶 行列 式 
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G|, GI, b t b, 
D. = | : : |=l Al ,D, = | : 1 |= BI. 
G, ` G,,. b, v 5,, 
的 乘积 等 于 一 个 n 阶 行列 式 
ca s C, 
D= |: ` : | =| AB =I C! , 
Cal Cn 


其 中 cj E D, 的 第 i 行 元素 分 别 与 D, 的 第 7 列 的 对 应 元 素 乘积 之 和 , 印 
c; = anby + anby 二 …+aanboy = VS nb i = 1,2,.…,n. 
| t=1 


注 1 这 一 乘法 规则 的 意义 正 是 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 它 的 每 一 
因子 的 行列 式 的 乘积 . | 

注 2 ”这 一 乘法 规则 符合 两 个 矩阵 乘法 规则 ,但 两 者 意义 不 一 样 ， 
前 者 是 同 阶 行 列 式 之 积 , 后 者 是 同 阶 和 矩阵 之 积 . 

注 3 ”这 个 乘法 规则 通常 称 为 “ 行 乘 列 ” ,但 由 于 行列 式 与 其 转 置 
行列 式 相 等 , 故 有 

D = D, : D, = D. . D, = D, - D, = D,' : D,” , 

所 以 还 有 *“ 行 乘 行 "“ 列 乘 行 "“ 列 乘 列 "之 说 , 即行 列 式 的 乘法 规则 
共有 四 种 . 
2.1.4 ” 几 类 特殊 行列 式 

1. 三 角 行 列 式 


Ql Go ° Gin-l Cln 
OÜ a, … 0Qon-l G, 

于 三 角 行 列 式 ... es , 。 ... = G, G. CC 3 
Ü - Gn G,-la 


0 0 … Ü Q 
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QI11 0 
| G) | 
下 三 角 行 列 式 | … .。 ... ... |= a,G, "U dn nn 
Qn G,_12 G.A Ü 
Cnl G, Can-l Cnn 
2. 次 三 角 行列 式 
Ol Gp U d. Cn 


aa G> … Gy Ü 
— “2 Mal 
次 上 三 角 行 列 式 ” ... | - ( — 1) - Cnn G. pn 


Ql Un-b 0 
Q 0 
0 O 0. a, 
0 0 + a 0 | 
次 下 三 角 行 列 式 | … i ... .. |= (~ 1) 2 ayax-1" Ua, Ga: 

O an-p Qn-l dn-in 

Gia Go Qn nn 

3. 对 角 行列 式 
f Cil 
2 = Gi GG... 
a 


Rn 


4. 范 德 蒙 德 ( Vandermonde ) 行列 式 
1 1 ... 1 


x, X, ... x, 
e s I=;j<i=wn 

n—] n—1 及 一 
X| X. "°. x 


2.1.5 Cramer 法 则 
如 果 一 个 含有 nn 个 未 知 量 n 个 方程 的 线性 方程 组 
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G, X, + GX, 十 + a,x, = b, 


G, X + (L, X, 十 … + (d, X, 一 b, 


(2.2) 
x CIX + GoX, + + G. X, = b, 
的 系数 行列 式 
d G a, 
D = G, G) a, 0, 
G. (2 pa Cnn 
那么 线性 方程 组 (2.2) 有 解 , 并 且 解 是 惟一 的 , 解 可 以 通过 系数 表示 为 
x, = Lx = Las, = ” (2.3) 


其 中 D; 是 把 行列 式 D 的 第 j 列 的 元 素 换 成 方程 组 的 常数 项 6 ,6b,,… b. 
而 得 到 的 n 阶 行列 式 . x 
2.1.6 分 块 行列 式 

1. 分 块 行列 式 及 性 质 

分 块 行列 式 指 的 是 在 一 个 n 阶 行列 式 的 行列 之 间 用 一 些 横 线 与 竖 
线 , 把 它 分 成 若干 个 小 块 ( 和 矩阵 ) 的 行列 式 . 

设 4 与 分 别 是 m 阶 阵 与 n 阶 阵 (m 与 4 未必 相 等 ),C 是 m x n Ek, 
则 
É "|=! All BI. 
0 B 

若 以 非 零 矩阵 左 ( 右 ) 乘 分 块 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 加 到 另 一 行 
( 列 ) 上 去 , 则 得 到 的 新 的 分 块 行列 式 与 原 分 块 行列 式 相等 . 

2. 行列 式 的 降 阶 定理 


第 一 降 阶 定理 : 设 É ”是 方 阵 ,县 4 为 可 道 矩 阵 , 则 
人 B 


[1411D -CAB 
C D 
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注 若 方 阵 [ Dj 中 的 为 可 逆 短 阵 , 则 


4 P|”: DI l A - BD:C I. 
c p| 
它 是 第 一 降 阶 年 理 的 另 一 种 形式 . 

由 此 得 它 的 两 个 推论 : 


推论 ! A 与 刀 分 别 是 普 阶 可 逆 矩 阵 与 m 阶 矩阵 ,好 与 C 分 别 
是 m x n ËE 55 n x m Ë , WI] 


1D-CA BI| -| 


A B 
| A| I 


C D 
此 推论 常 称 为 升 阶 公式 . | 
推论 2 ” 设 4,B,C,D 为 同 阶 方 阵 ,者 4 为 可 逆 和 矩阵 , 且 4C = 
CA, Hl 
A B 
ep 
第 二 降 阶 定理 : 设 4 与 DD 分 别 是 m 阶 可 逆 算 阵 与 n 阶 可 道 矩 阵 ,B 
与 C 分 别 是 m xn 阵 与 n x m Ë , WI 


=14D -CB 


ID-CAMBI= 12 .14 -BDp-ic!, 
| A| 
| _1 | DI! _1 
ID+CA BI =a I A +BD Ch. 
2. 2 重点 和 难点 


本 章 的 重点 是 :行列 式 的 性 质 ,行列 式 的 计算 ,Cramer 法 则 . 

行列 式 的 性 质 是 行列 式 理论 的 基础 和 主要 部 分 ,是 计算 行列 式 的 
依据 ,也 是 应 用 行列 式 解 决 其 它 问 题 的 依据 ,因此 ,行列 式 的 性 质 成 为 
本 章 的 一 个 重点 . 

行列 式 作 为 一 种 工具 应 用 于 数学 的 某 些 分 支 及 其 它 的 学 科 , 多 数 
情况 下 是 计算 行列 式 , 所 以 ,行列 式 的 计算 是 本 章 的 核心 问题 . 同时 , 通 
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过 行列 式 的 计算 , 反 过 来 可 以 进一步 认识 行列 式 性 质 的 重要 性 ,并 且 ， 
可 以 更 加 深刻 地 理解 行列 式 性 质 的 实质 . 因此 ,行列 式 的 计算 成 为 本 章 
的 一 个 重点 . 要 求 熟练 正确 地 计算 低 阶 行列 式 ,也 应 会 计算 一 些 特殊 形 
式 的 nn 阶 行列 式 . 行列 式 的 计算 技巧 性 很 强 ,虽然 有 某 些 较为 一 般 的 方 
法 供 参 考 和 使 用 ,但 是 ,具体 问题 具体 分 析 仍 是 关键 所 在 . 

Cramer 法 则 是 行列 式 理论 的 一 个 直接 应 用 . 行列 式 起 源 于 解 线性 
方程 组 , 换 一 句 话说 , 它 起 源 于 推广 二 元 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 到 n 
元 的 情况 ; 而且 没有 行列 式 的 一 系列 理论 ,要 证 明 Cramer 法 则 是 不 可 
能 的 ,所 以 ,就 一 定 意义 而 言 ,行列 式 理论 的 发 生 及 归 箱 就 是 Cramer 法 
则 . 此 外 ,Cramer 法 则 自身 也 具有 重要 的 理论 与 实践 意义 . 于 是 Cramer 
法 则 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

本 章 的 难点 是 :行列 式 的 定义 ,行列 式 的 展开 定理 ,行列 式 的 计算 . 

n 阶 行列 式 的 定义 是 抽象 的 ,由 于 n 是 一 般 的 自然 数 ,所 以 ,行列 
式 的 记号 项 、 排 列 等 采用 了 省 略 号 的 写法 ,这 在 形式 上 就 不 大 习惯 ; 同 
时 ,又 要 以 排列 及 排列 的 逆序 为 基础 , n! 项 与 排列 紧密 相关 ,从 而 比较 
难以 理解 其 实质 . 因而 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 . 解决 这 一 难点 的 方法 是 : 
(1) 分析 二 阶 、 三 阶 行列 式 的 所 有 项 ,从 而 总 结 出 基本 规律 ,为 m 阶 行 
列 式 的 定义 打 好 基础 ;(2) 强调 行列 式 的 本 质 就 是 用 特定 符号 表示 的 
一 个 数 ,该 数 是 n! 项 的 代数 和 ,这 个 代数 和 中 的 每 一 项 不 仅 与 构成 行 
列 式 的 m 个 元 素 有 关 , 而且 与 这 些 元 素 的 排列 位 置 有 关 ;(3 ) 通 过 计算 
某 些 特 殊 行列 式 ( 例 如 对 角 、 三 角 行列 式 ) ,加 深 对 于 项 的 取 法 及 确定 
项 的 符号 等 的 理解 . 

行列 式 的 展开 定理 是 行列 式 的 更 深刻 的 性 质 . 建立 展开 定理 要 用 
到 子 式 、 余 子 式 、 代 数 余子 式 的 概念 ;证 明 展 开 定 理 要 用 到 行列 式 的 定 
义 及 已 有 的 性 质 , 并 有 一 定 的 技巧 ;所 以 ,综合 性 较 强 . 因此 ,成 为 本 章 
的 一 个 难点 . 解决 这 一 难点 的 方法 是 :(1) 先 用 三 阶 行列 式 展 为 二 阶 行 
列 式 的 例子 ,熟悉 展开 定理 ;(2) 正 确 理解 代数 余子 式 的 概念 ; (3 ) 将 证 
明 分 为 几 种 情况 ,由 特殊 到 一 般 来 完成 证 明 . x 

行列 式 的 计算 ,既是 本 章 的 一 个 重点 ,又 是 本 章 的 一 个 难点 . 行列 
式 多 种 多 样 ,没有 一 般 的 计算 方法 ,于 是 计算 行列 式 需 要 很 强 的 技巧 . 
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因此 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 . 解决 这 一 难点 的 方法 是 : (1) 明确 基本 思 
想 是 化 零 , 方 向 是 化 三 角形 法 和 降 阶 法 ;(2) 计算 之 前 要 认真 观察 行列 
式 的 特点 ,一 般 地 ,着 重 观察 行 的 特点 、 列 的 特点 、 对 角 线 的 特点 ,然后 
根据 其 特点 作 化 零 试验 ; (3) 熟 悉 一 些 较 基本 的 方法 (如 行 和 法 或 列 和 
法 、 升 阶 法 分 拆 法 、 递 推 法 、 归 纳 法 、 换 元 法 、 利 用 范 德 蒙 德行 列 式 的 结 
论 .提取 因子 法 等 ) 及 典型 例子 ,从 而 开阔 思路 ; (4) 多 做 题 并 注意 总 
结 ,从 而 不 断 提高 分 析 能 力 与 应 变 能 力 . 


2.3 ”例题 解析 


2.3.1 ”排列 的 遂 序 数 及 奇偶 性 

解决 此 类 问题 只 和 需 掌握 排列 的 逆序 数 的 计算 方法 及 排列 奇偶 性 的 
定义 即 可 . 

例 1 计算 2n 阶 排列 135…(2n - 1)246…(2n) 的 逆序 数 ,并 确 
定 其 奇偶 性 . | 

解 Tr(135…(27m - 1)246--.(2n) ) =0+(n-1) +O -+(n -2) 
++ +0+1+0+0 - n(n - 1) — . 

当 m = 4k,4k + 1 时 为 偶 排列 ; 当 m = 4k + 2 ,4k +3 时 为 奇 排列 . 

例 2 证 明 7(ii) = Fn(n -1) -nii ed). 

解 ” 由 于 讲 , 纪 ,…,i, 中 任意 两 个 不 同 的 数 i Si POEHE2D i L T, 


s i i i, 中 构成 逆序 ,而 且 只 能 在 其 中 的 一 个 构成 逆序 ,所 以 这 两 
个 排列 逆序 数 的 和 CUSSUN + COSES = (n — 1) + (n _ 2) + 
+2 +1 = n(n -1) ,从 而 问题 得 证 
2.3.2 确定 行列 式 的 项 及 项 的 符 写 | 

根据 行列 式 的 定义 ,可 以 确定 行列 式 的 具有 某 些 性 质 的 项 ,也 可 以 
确定 项 的 从 号. x 

例 3 选择 L 与 ,使 G,;G Qa Gç;G5s Gss 成 为 6 阶 行列 式 的 一 个 带 负 
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号 的 项 . 
解 由 于 43iCi2C41C6iC254353 一 aaa25aiia4la506) 故 只 需 使 25:13; 成 
为 一 个 6 阶 奇 排列 . 若 取 i = 4 = 6, 则 所 得 排列 的 逆序 为 6, 是 偶 排 
列 ,该 项 应 带 正 号 . 因为 对 换 改 变 排 列 的 奇偶 性 ,所 以 , 取 i = 6,7 =4 时 
, 则 该 项 带 人 负 号 . 
2.3.3 ”行列 式 的 常用 计算 方法 
由 于 行列 式 的 计算 ,特别 是 以 字母 为 元 素 的 行列 式 的 计算 ,没有 一 
般 的 方法 ,在 这 里 主要 介绍 对 一 些 特殊 类 型 的 行列 式 给 出 一 些 不 同 的 
计算 方法 . 
1. 定义 法 
应 用 n 阶 行列 式 的 定义 来 计算 或 证 明 的 方法 , 称 为 定义 法 . 有 的 行 
列 式 利用 定义 直接 计算 反而 简单 ,此 法 适用 于 行列 式 中 有 较 多 零 元 率 
的 情形 . 
Qu Ga, Gs QI4 Gs 
a, 0 as 0 0 
例 4 计算 Ds, = la, 
aa 0 aa 0 0 
aa 0 as 0 0 
解 ” 由 行列 式 的 定义 知 


D, = X, (- 1) aa "Gs 
因为 a = ax = as = 0, 所 以 非 零 元 素 中 ,j, 只 能 取 1 或 3. 同 理由 
aa = aa = Gs = Gp. =a = 4ss = 0, 因 而 js 与 js 也 只 能 取 1 或 3, 又 
| 因 ;, ,J4 ss 各 不 相同 als C21， 4 » Gsj, 中 至 少 有 一 个 必须 取 和 零 ， 于 是 
D, = 0. 
显然 ,本 例 可 直接 用 拉 普 拉 斯 定理 . 


b -1 ... b! 一 大 
ar da G, dn Up Cin 


例 5 设 D = |@ % `“ G |p <| @b o e xb 


C32 Gs dy U35 


` 46 ， 高 等 代数 的 典型 方法 
其 中 45 = 0,uFBH D, = D... 
证 明 由 行列 式 的 定义 ， 
= 23 ( — 1) "ein) g,, ay "t'a w 


= > ( — 1) wb") (arb ) (aa,b 2). (a, br-in) . 


iiio***in 


而 = > ( 一 1 ) ”2 (aaa, Gn btn), 

¿jls i 

= DC) (au aa, )b = D.. 
L in 

例 6 证 明 2005 阶 行列 式 
1 22 3  …” 2005°”% 
2 32 4 +. 2006295 
D, 一 : : : : : > 0. 
2004 2005° 2006 ... 2006295 


2005 20062 2006° --- 2006295 
证 明 由 行列 式 的 定义 知 


D, = > (~ 1) "Gu 005) q nd G, 2005 > >4 T(J jy00s ) 一 
j112…72005 


7(2005 ,2004,…,2,1) 时 ,相应 项 含有 2005 BE , 此 项 为 奇数 ,而 其 余 
各 项 都 含有 2006 6 0938. 因而 这 些 项 都 是 偶数 ,于 是 Dws 是 个 奇数 ， A 
D,ws 0. 

例 7 设 n(n > 2) 阶 行列 式 D 的 所 有 元 聚 或 为 1 或 为 -1, 求 证: 
D 的 绝对 值 1 DI < (n-1)!(n-1). 

证 明 用 数学 归纳 法 证 之 . 

当 n = 3 时, D 的 展开 式 共有 6 项 ,而 每 一 项 的 绝对 值 都 等 于 1, 所 
Ú) I DI <6. 其 次 ,由 于 DD 的 一 行 加 到 另 一 行 后 ,得 一 全 是 侦 数 的 生 了 ,所 
以 DD 是 偶数 . 因此 ,只 要 证 明 D = + 6 Bilin]. 

先 证 明 D > 6. 因为 3 阶 行列 式 的 展开 式 共 有 6 项 : anaxass, 
ai2023031 ,01302103 和 — alia2303 ，- GD021033 ， 一 G1302203l , 假 夺 D = 0， 
则 这 六 项 全 等 于 1, 从 而 ,前 三 项 的 乘积 与 后 三 项 的 乘积 都 是 1, 即 


(ara, ) ° ( aG. G.) ) ° ( a1302103 ) = 二 
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( — aila23G32 ) 儿 一 Gnas)(- ai3022031) = 1 , 
引出 矛盾 ,因此 D = 6. 同 理 可 证 D 关 -6, 故 得 1 DI <4 = (3 -1)1(3 
-1). 

假定 结论 对 n - 1 阶 行列 式 正确 . 将 D 按 第 一 列 展开 : 
| DI =l aA, +a4 + +anAnl. 
因为 c，= 士 1 , 故 
| DI <l A, 1 + A. 1+ +I 4 | 
< n(n -—2)!(n -2) < (n -1)!(n -1). 
2. 三 角形 法 
三 角形 法 就 是 利用 行列 式 的 性 质 ( 使 其 形变 值 不 变 )， 把 原 行列 式 
化 为 上 (下 ) 三 角形 行列 式 来 计算 的 一 种 方法 ,于 是 原 行列 式 等 于 变换 
后 的 上 (下 ) 三 角形 行列 式 的 主 对 角 线 元 素 之 积 . 利用 行列 式 的 性 质 对 
其 进行 恒 等 变形 时 ,经 常用 下 列 方法 : 
(1) 所 有 各 行 ( 列 ) 加 到 同一 行 ( 列 ) ; 
(2) 把 某 一 行 ( 列 ) 的 倍数 加 到 其 余 各 行 ( 列 ) ; 
(3) 逐 行 ( 列 ) 相 加 . 
通过 以 下 例题 ,大 家 可 以 体会 到 行列 式 的 各 种 恒 等 变 形 在 计算 行 
列 式 时 所 起 的 重要 作用 . | x | x 
对 于 形 如 


的 所 谓 箭 形 (或 爪 形 ) 行 列 式 ,可 直接 利用 行列 式 的 性 质 将 其 一 条 边 化 
为 零 ,从 而 化 为 三 角 或 次 三 角 行列 式 进行 计算 
例 8 计算 n 阶 行列 式 


. 48 ， 高 等 代数 的 典型 方法 
Xx, — G, x, Xa ... x, 
x, x, — G, x; x, 
D = Xx; x, Xx, 一 G, x, 
x x x; x, — a, 
解 . 
x G x Xa x, 
Xx, x, — G, Xa x. 
D 一 x x, X, — a, x, r. 
Xi Xx, Xa x, G, 
m | m m x, 
a, a, G, G, 
-1 0 0 
(aa pa ) 
1 02 0 _ 0 
0 0 一 
| 入 25 .. 5 
i & G, Ga, G, 
(aaa) 100 
0 0 -1 0 
0 0 0 1 
a x 
| x a, 
例 9 计算 n 阶 行列 式 D = ... 
x “x 


,其 中 a G, G, = 0. 


= (D (oo ww) 了 一 


… 十 C 


_1). 


x 


x 


... ,其 中 G. > x. 
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a, Xx x x 
x a, x “x 
解 D = |... + +e s s lri r i = 2, n 
x Xx Ga XX 
x x x a, 
a, x x 
X 一 QI Ga,-%x 0 
... c, + (a, —x),; = 1,2,.…,n 
x — a, 0 G, — x 0 
x 一 a, 0 0 a, —X 
G, x x x 
G, —x QG, 一 区 G. —% a 一 区 
[I (a, - z) l ! 0 c, + c, 十 … + c, 
i=1 ... 
_ Í 0 I 0 
_1 0 0 ] 
G, + - x x x x 
a -—x Z “a,-x Ga x G 一 和 a, —- x 
[I (a, - 2) 0 
i=1 0 0 1 0 
0 0 0 ... ] 
= x -oi+ y — ). 
1 x Z“ a,-x 
请 读者 尝试 用 其 它 方 法 解 例 8 和 例 9. 


3. 行 ( 列 ) 和 法 

奉 一 个 行列 式 各 行 ( 列 ) 的 和 相等 , 则 可 以 将 这 些 行 ( 列 ) 加 起 来 ， 
提取 公 因 子 后 往往 可 以 计算 出 行列 式 的 值 来 ,这 种 计算 行列 式 的 方法 
叫做 行 ( 列 ) 和 法 . 
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在 例 8 中 ,如 果 GG, — d, = ** = G, = G 时 ,该 行列 式 变 为 
X 一 Q x, x 5 x, 
x, X —a x. ... x, 
D= | x, X “x, a x, 
Xi x, x; “% x, -a 


这 个 行列 式 各 列 之 和 都 是 同一 元 素 ,可 用 列 和 法 来 解 , 留 给 读者 来 


— 
完成 
在 例 9 中 ,如 果 a = a, = … = a, = a 时 ,此 行列 式 还 可 以 怎样 计 
算 ? 
2 3 nl n 
3 4 n 
| y 一 3 4 5 ] 2 
例 10 计算 n 阶 行列 式 D, = 
n-l nm 1 - n—-3 n-2 
n 1 2 … n-2 n-1 
解 
] 2 3 n 一 上 n 
2 3 4 n 
b, = 本 n tr, + + = [nn +1)] 
n—-1 nr ll nn-3 n-2 
n 2 n-2 n-] 
] 1 1 1 l 
2 4 n ] 
S ... 2 
or in 
n—-] n | n—3 n-2 
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] 0 0 0 0 
2 1 2 n-2 -1 
norD | 
n —1 ] 2 一 必 -2 一 ! 
n Il-n 2-n -2 -| 
1 2 n-2 -1 
1 2 -2 -1 
= [Fn(n +1)] ... .. ss es e |[r, —r a i = 1, n 2 
l 2-—n -2 -1 
J-n 2-n + -2 -| 
n n 和 n 0 
n n + 0 0 
em D) pe 
n 0 … 0 O 
I-n 2-n .… -2 -1 


4. 降 阶 法 

降 阶 是 计算 行列 式 的 一 个 基本 思想 ,通常 运用 依 行 ( 列 ) 展开 公 
式 、 拉 普 拉 斯 定理 、 分 块 行列 式 的 降 阶 定理 等 进行 计算 . 
x 对 于 形 如 


”的 所 谓 两 条 线 行列 式 ， 可 直接 展开 降 阶 ,再 利用 三 角 或 次 三 角 行 列 式 进 
行 计 算 . 


例 11 A 与 为 同 阶 广 阵 ,证 明 : |4 M =l A+BI-lA-BI. 


. 52， 高 等 代数 的 典型 方法 


ur BB 
A B A+B B+A A +B 0 
B A ss | B A |====—=== | B A-B 


= |A+B|` |A — BI. 加 
例 12 设 u = (ui,w,…,u,)' 为 n 维 实 列 向 量 , 且 满 足 w'u = 1， 
” 称 n EUEREI -2uu' 为 实 镜 像 阵 . 证 明 : 1 J -2uu’1=-1. 
x 证 明 ”根据 第 二 降 阶 定理 ， 


| T|! 
II -2uu 1 =I I - (2x) 'u'l = . 7 II -ul (2u)| 
1 


=l I —2u'ul =! 1-2 1 =- 1. 

试用 升 阶 法 给 出 本 例 的 另 一 种 算法 . 

5. 升 阶 法 ( 加 边 法 ) | 

JE n 阶 行列 式 适 当地 添加 mm(mm 关 1) 行 m 列 ,使 得 到 的 n+m 阶 行 
列 式 与 厌 行列 式 相 等 ,而 且 升 阶 后 的 行列 式 易 于 计算 ,进而 求 出 原 n BT 
行列 式 . 此 法 也 称 加 边 法 . 计算 行列 式 通常 用 降 阶 法 ,但 有 时 候 也 可 反 
其 道 而 行 之 . 升 阶 法 党 常用 于 一 些 “ 缺 少 " 某 行 ( 列 ) 的 行列 式 , 加 上 运 
当 的 行列 后 反而 可 以 简化 问题 ,但 此 法 的 技巧 性 很 强 . 下 面 举 两 个 典型 
的 例子 . 

例 13 计算 n 阶 行列 式 


Ü Ga, +a, ` G, +a, 
la, +a Ü `. a, +a, 
D = 2 ! | 2 ,其 中 a G. # 0. 
a +a a +a … 0 
解 ”将 行列 式 升 阶 为 
1 a, a, ... a, 
0 0 G, + G, "°. G, + a, 
D = 0 G, + a, 0 ... a, +a, r. — r i =2,-. n +] 
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1 a, a, a, 
-1 -a a, a, 
-1 a, -—a, a, 
-1 a, a, _ a, 
再 将 这 个 二 + 1 阶 行列 式 升 阶 为 
] 0 0 0 0 
0 1 a, Ga, a, 
-1 - 
p = |“ ” We -esi = 3,,n +2 
a, _ ] a, — a, 0 v 
a —- <a, a, _ a, 
] 0 一 _ 1 _ 1 
0 ] a, G a, 
a -1 -2a, 0 0 
a -l1l 0 0 _ 2a, 
r l< 1 
-一 一》 一 - 一 _1 
l > 7 2 a 1 1 
] j 1~ 1] ~ 二 
cto G+ +m)| 2 人 a, 2 a a, G, 
6 -ie _... 1 0 0 -20 0 0 
2o ` 20,.""| 0 0 0 -2 + 0 
0 0 0 0 一 20， 
n l — 1 
172 2 > a, 
= (—2)'aa,-*°a, 
l <ç a 1 —- 7 
2 台 2 
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=《〔〈-2) aa mas[( 人 一 2) - > ye). 
本 例 用 了 两 次 升 阶 ,可 见 ， 有 时 把 行列 式 的 阶 数 增高 反而 容易 求 出 
行列 式 的 值 . 下 面 用 降 阶 法 给 出 本 例 的 为 一 种 算法 . 


另 解 
— 20， | a +a a +a ` Qa +a, 
D = 一 2 十 q, +a, G, + a, Ka G, +a, 
—2a, a +a a+a +` a +a, 
yp / a 1] 
= — Za) + z, i _1 1 1 |! 
Ul G, G, 
— 2a, a | 
一 如 
-2a 
| 
0 1 
_20 ,fa ] 
Ë 1] 1 1 --- 1 a 1 
l | `. ..) : 
0 G Gü, _ 2, 
a 1 
n lv, 
i ~- 2 A 
= (—2)'a a, 
1 < | _ 1 
2⁄4 2 


= (- 2)” a  [ (n -2) - >。 "Yel. 
由 此 可 见 ,利用 降 阶 法 计算 此 行列 式 比较 简捷 
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jJl+x 1+x2 + 1 +x," 


例 14 ”计算 n 阶 行列 式 D = |l +x, 1+x O o 1 + x°]. 


， 1 + x, 
解 ” 将 行列 式 升 阶 为 
| 0 0 ... 0 1 -1 -1 + 一 | 
l 1+x L+x2 ° 1+x,” ] x x + xy 
D=|1 l+x l+? + l+a" la -al 2 2 e "|. 
] 1+x, l+x 2? + 1+x" l x x” e x" 
将 第 一 行 拆 开 ,得 
-1 -1 -1 … -1 2 0 0 … 0 
l x x x" l] x x” ` x/' 
D=|]|1 x x ot x x +“ mc, ej =n,+-.2 
l x x x" 1 x x2 * x" 
_ 1 0 0 0 2 0 0 0 
] x -1 xx -1) + x/" (x, - 1) l x z ` x) 


] ol vl) - a"! (a -1)]|+|1 % 2 o ay]: 


1 x. -—-1 x(x,-1) … x (x. — 1) l x x“ “° x, 
= [2x x," x, — (x, — 1)(x; ~ 1): (x, 一 1)] II ( x; — x) - 
l<i<)j<n 


运用 升 阶 法 时 一 定 要 根据 行列 式 的 特点 添加 适当 行 和 列 

6. 分 拆 法 | 

利用 行列 式 的 性 质 可 将 一 个 行列 式 分 解 为 两 个 或 多 个 行列 式 之 和 
(或 之 积 ) 来 计算 ,此 法 也 叫 分 解 之 和 ( 积 ) 法 . 用 这 种 方法 计算 行列 式 
有 时 会 收 到 很 好 的 效果 . 事实 上 ,在 例 14 中 已 经 使 用 了 分 解 之 和 法 . 下 
面 是 另 一 个 例子 
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a +b a +b, + a +b, 
| _ +b a +b, +“ b. 

mU THR 阶 行列 式 D = | 0 @ > U” @ t| G >2). 
a +b a +b … Ga, +b, 


解法 1 将 D 关 于 第 1 列 拆 成 2 个 行列 式 之 和 ,再 将 这 两 个 行列 式 
按 第 2 列 拆 成 2 个 行列 式 之 和 ,如 此 进行 下 去 ,D 拆 成 2" 个 行列 式 之 
和 . 在 这 些 行列 式 中 ,每 个 行列 式 都 至 少 有 两 列 相 同 或 成 比例 ,其 值 均 
为 等, 因此 D = 0. 


a 1 0 - 0IIl1 1 ... 1 

a 1 0 - 015 b, b, + b, 
解法 2 D= ja 1 0 - 0 0 | = (4. 

a 1 0 - 010 0 O … 0 


解法 3 ”将 D 的 第 2.3 列 都 减 去 第 1 列 ,此 时 DD 的 第 2 列 和 第 3 列 
成 比例 , 故 D = 0. 
此 例 也 可 用 升 阶 法 计算 ,请 读者 完成 
由 此 可 见 ,同一 行列 式 的 计算 方法 是 多 种 多 样 的 ,因此 要 根据 行列 


式 的 特点 灵活 地 采取 适当 的 方法 . 
Ql 十 X% a,+x - a, +% 
D(x) _ G, fx Go +X * G r, +x 
a, tx aoa tx * Ga. +X 


求证 : D(x) = D(0) t+ 交往, 其 中 是 a, 在 D(0) 中 的 代数 余子 式 . 
证 明 将 行列 式 第 一 - 列 拆 成 二 列表 展开 : 
G, Ci +X - G, + X Ci 十 和 *` G, 十 区 


D(x) = n + n , 


CG, Go tX `" G. T X X Go+X ` Ga TX 


na 
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上 式 中 的 右边 行列 式 用 -1 乘 以 第 一 列 加 到 后 面 的 列 上 去 ,得 到 


x Ga Cin 
x G> +. (I 


` |= x(A, +Á, + +4,). 


x 他 ,2 +. (1 


再 对 为 一 个 行列 式 第 二 列 拆 成 二 列 展开 ,这 样 做 下 去 就 可 得 到 结论 . 
请 读者 尝试 用 升 阶 法 证 之 . 


Ql G, a; G 
_ _ a a _ a a 
例 17 计算 4 阶 行列 式 D，= i 
-d,s CG. a, — G, 
一 04 一 0 a, a, 
g ”根据 行列 式 乘法 定理 得 
G, a ds U4 G —G T&G 0 
a _ a a a a a _a 
D _ D, . D,” _ G, i 4 3 2 1 4 3 
| —G, úd. a, — G, aG —a, Qa, G, 
T&G G G a, aa G To a 
4 
Ya 0 0 0 
i=1 
4 
0 > a, 2 0 0 4 
i=1 2\2 
= , = ( > ai ) 
0 0 ` C 0 
i=1 
4 
0 0 0 >` a, 


所 以 D, = + (a” +a, +a +a ). 根据 行列 式 定 义 可 知 ,Ds 的 展开 式 
中 有 一 项 为 (-1)” "3g a,asaa = a WB D, =a +a, +a +a. 
7. 递 推 法 和 数学 归纳 法 
递 推 法 的 常用 步 又 是 : 按 行 或 列 展 开行 列 式 , 使 行列 式 降 阶 , 比较 
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原 行列 式 和 降 阶 后 的 行列 式 的 异同 , 找 出 递 推 关系 . 如 果 降 阶 一 次 仍 看 
不 出 关系 ,可 再 降 一 次 试 试 . 从 递 推 式 求 一 般 式 往往 需要 一 定 的 技巧 ， 
比如 例 18 和 例 19 都 需要 相当 的 技巧 ,读者 可 细心 体会 . 数学 归纳 法 也 
是 一 种 常用 的 方法 ,本质 上 也 是 一 种 递 推 法 . 许多 问题 用 数学 归纳 法 证 
明 往 往 比 较 简 单 , 但 它 必 须 事先 知道 结论 ,因此 有 时 可 以 先 猜 出 结论 ， 
然后 用 归纳 法 证 明 尼 . 

对 于 形 如 


* 


的 所 谓 的 两 条 线 行列 式 , 可 直接 展开 得 到 递 推 公式 ;对 于 形 如 


的 所 谓 三 对 角 行 列 式 或 次 三 对 角 行 列 式 , 按 第 1 行 ( 列 ) 或 第 n 行 ( 列 ) 
展开 得 到 两 项 的 递 推 关 系 式 , 再 利用 变形 递 推 的 技巧 求解 . 
a +b | ab 0 0 … 0 0 
] a+b Gob 0 - 0 0 
例 18 计 算 n 阶 行列 式 D = 0 1 ab ab + 0 O| 
0 0 0 0 … 1 a+b 
解 将 刀 按 第 一 行 展开 ,得 D. = (a +b)D,, -abD,.,. (1) 
把 (1) 式 改 瑟 为 ”D, -aD = ULD ~ aD,.,)， | 
WD... 按 第 一 行 展开 ,同样 可 得 ”D,， -aD,, = b(D,, - aD,,) ， 
将 此 式 代 入 前 式 得 D, -ap = 8(D,., - aD,_.,) ， 
如 此 继续 下 去 得 D. - aD = b"*(D, - aD.) , 


a +b ab =a +ab +b , 


因为 D =a+b,D, = 


l a +b 
故 D -ap = b. (2) 


若 a 5, 由 (2),(3) 两 式 解 得 ”D, =“ 


第 2 章 行列 式 的 计算 方法 和 技巧 
由 于 a 与 b 的 对 称 性 ,因此 同样 有 D. -6bD,, =a. 


# a =b, 由 递 推 关 系 式 


例 19 


x, 


计算 n 阶 行列 式 D，= 


X> 


X, 


Xs 


Z Xs 


X| 
z 


Z 


n+l — bh"! | 
a-b ' 
y y 
Xx J 
Z Xx, 
z z 
z z 
y + Ü 
y + Ü 
y + 0 
y + 0 
y + (x, — y) 
y 
y 
y 
X, _1 y 
z 


. 59 . 


y 7 
y yy 
y y 


(3) 


D =a +aD 得 局 = (n +1)a'". 


- 60 . 高 等 代数 的 典型 方法 


X -2Z y-z y—z … 7y-z 0 
0 x —z y-z + y-z 0 
0 0 Xs —Z **° -z 0 

; ) + (x, - y)D._,. 
0 0 0 0 
z z z ... z y 


= (x, — y)D,_, +y]] (x, — 2). 


对 D, 转 置 同样 有 D, = (x, -2z)D,， +I _y). 


, 1 n n 
£ y = z, 解 得 D, = [z(a y) y> (a -2)] 
' ¿=1 i=1 
# y = z, 由 递 推 得 D, = x, > (x, -7y)+7y2 > (x; — y). 
i=2 i=2 ji 
aG +x Ga, G ` G. G, 
— x, x” 0 - 0 0 
、 — 0 一 一 ... Ü 0 
例 20 ”计算 n 阶 行列 式 D， = Í: 
0 0 0 + x, 0 
0 0 0 一 
a, G +X GQ a, | G, 
解 D =a +x, =x(l +—),D, = = xx,(] +— +—). 
41 一 X%1 X XI 22 
由 此 推测 
D. = XiX2…X (I + 于 一 > . 
1 X x, 


下 面 对 n 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 结论 . 
`4n =1,2 时 ,推测 绪论 成 立 ; 
假定 n = 大 时 ,推测 结论 成 立 , 即 


a, 
D, = x,x;'"'x (1 + — + — + = + —). 
Xi P. A 
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那么 , 当 n = +1 时 ,将 按 最 后 一 列 展开 得 
D... _ x, D, + ( — l)'a,a( — x, )( —x,) °: ( 一 x, ) 


a úd, Ck 
= XXX (1 + ~ 一 十 -~ 一 十 … + 一 ) 十 X X, °" X G. 


a a a 

1 2 k+l 

= XXX (1 + 一 + 一 +…+ —) . 
x) x, Nirl 


El n = +1 时 推测 结论 也 成 立 . 故 对 一 切 目 然 数 n,D, 的 推测 结论 是 成 
立 的 . 所 以 得 


a G, a 
D. = = x,x,"""x (1 +— +— + + —) . 
x 


8. 提取 因子 法 

在 含有 文字 变量 (单项 式 或 多 项 式 ) 的 行列 式 中 ,如 果 某 个 变量 取 
某 个 特定 值 时 行列 式 值 为 零 , 则 该 行列 式 必 含有 某 个 特定 的 因子 . 用 这 
种 方法 常常 可 以 巧妙 地 将 行列 式 的 值 求 出 来 . 


m 


] + x 1 1 1 
, 一 1 ] —x 1 1 
例 21 计算 4 阶 行列 式 D = 
|: ] l +y 1 
1 ] 1 l —y 


解 ” 显 然 当 x = 0,y = 0 时 D = 0, 因 此 DD 含有 因子 xy. 若 将 -x 代 
x, 得 到 的 行列 式 仍 和 D 相等 (只 要 将 第 1、2 行 对 换 ,再 将 第 1.2 列 对 
换 ). 可 见 ,D 含有 因子 **, 同 理 D 含 有 因子 y .而 x*y 的 系数 是 1, 故 D 
= x y 。 

例 22 设 f(x),i =1,2,…,n 是 次 数 不 大 于 n -2(n > 1) 的 多 项 
式 ,al ,a,，"… a, 是 任意 数 , 证 明 

fila) fil(@) … fila,) 
p= hla) (a) … flas) | =0. 


f (a) fa.) + f,Ca,) 
证 明 当 QQ 中 有 两 个 数 相 等 时 ,显然 D = 0. 当 a. , G, , 
… a, 两 两 不 等 时 , 作 n 阶 行列 式 


. 62 - 高 等 代数 的 典型 方法 


J, x) f, Ca, ) .. f (a,) 
g(x) = jz) Pa) … Po) |, 


h(x) fila) … (ao) 
可 见 g(x) 是 次 数 不 大 于 n -2 的 多 项 式 , 因 为 8(a) = g(a,) = … = 
g(a,) =0, 故 g(x) 至 少 有 nm -1 个 不 同 的 根 , 从 而 g(x) 为 零 次 多 项 式 ， 
因而 g(al) = O,ËB D = 0. 

9. 利用 Vandermonde 行列 式 的 计算 法 

某 些 行列 式 ( 通 常 是 文字 行列 式 ) 可 以 归结 为 Vandermonde 行列 
式 来 计算 ,但 需要 一 定 的 技巧 . B| 14 中 已 经 涉及 这 种 方法 ,下 面 再 举 -一 
例 ,也 许 读 者 可 以 从 中 得 到 局 发 . 


2 &.. n 
例 23 计算 n 阶 行列 式 D= || < = | 
| | 1 2 ... n—2 n 


解 ” 注 意 这 个 行列 式 和 Vandermonde 行列 式 的 区 别 在 于 它们 的 最 
后 一 列 . 现 用 升 阶 法 使 之 成 为 Vandermnonde 行列 式 


] x x ` x” x° 
] x, x ° x" x," 
B = .. ; 
] x, x° x” “, 
] y X yz 和 


可 将 n+1 阶 的 行列 式 8 看 成 y 的 多 项 式 . 只 需求 出 y” 的 系数 即 可 解 
出 行列 式 D . | 
因为 B= (y-x)(y -x).…(y -+) JHI (= ~ x), 
ML 的 系数 是 一 Ga tatu ta) DL Ga). 
而 B 中 元 素 y ”的 代数 余子 式 为 ( -1)””*“D = -DD ,因此 
D = (x, tx; + +x,) |] (x;—x,). 


1=;<i=W#n 
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10. 换 元 法 
用 同一 个 元 素 x 加 到 nn 阶 行列 式 D =l a,| 中 每 一 元 素 上 得 到 一 个 
新 nn 阶 行列 式 D =! a; + x | , 由 例 16 可 知 


D = D+. (2.4) 


其 中 4; 是 a, 在 D 中 的 代数 余子 式 . 
一 般 地 ,用 xx ,x 分 别 加 到 D =1 a;| 中 第 1,2,…,n 列 的 每 
一 元 案 上 得 到 一 个 新 n 阶 行列 式 D ,那么 


D=D+ x 5 hs, (2.5) 
其 中 4 是 o # D 中 的 代数 余子 式 . 


换 元 法 就 是 利用 (2.4) ,(2.5) 两 式 进 行 计算 行列 式 的 方法 . 
例 9 中 的 行列 式 


a “x x 
x a, x 

D 一 T+ += 
x “x G. <“ 
x “x x a 


可 视 为 diag (a, ,a,,… ,a,) 中 每 一 个 元 素 都 加 上 x 得 到 ,由 换 元 法 公式 
(2.4) ,很 快 算得 
D = aaa, + x(aa, + aaa + "+ ada,a)0. 
试用 换 元 法 计算 例 8. 
11. n 阶 循环 (轮换 ) 行 列 式 的 计算 法 


形 如 
a, a, da, a 
za a Ga, Qi 
D. = |z za, a … G]: (2.6) 
za, Za, za, `: a, 


的 行列 式 叫做 n 阶 z - 轮换 (循环 ) 行列 式 , 简 记 为 
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D =| alyay a. | 
其 中 a ,a,,…,a,,z 都 是 复数 . 特别 地 , 当 z = 1 时, 称 D, 为 n 阶 循环 行 
列 式 ; 当 z = -1 时 , 称 D, 为 n 阶 反 循环 行列 式 . 当 z = 0 时 ,显然 D, =! 


ft 
a,,G, a l, =a, . 


定理 当 z 关 0 时 ,n Br z -循环 行列 式 


,a = Jf,) 
其 中 f(x) = G, +a,x + a,x” + +a xl ,XX x, JE x" -_z 的 n 个 | 
不 同 的 根 . 

证 明 用 Xx” -z 的 n 个 不 同 的 根 % 92 fE n 阶 范 德 蒙 德行 列 式 


D. = | G,  , G, ° Wi 


] l < 1 
x, X, ... x, 
V. = | = II (x, —x;) ¥ O, 
... ... ... ... l<; <i<n | 
n-! n—] n-l 
Xl 和 2 ... x, 


由 于 f(x) = a, + a,x + a” +…+ax ,月 xj,x;,…,X, E x" — z BJ 
n 38, 8 | x 
Jx, ) fox) ° fx,) 
p... = | f) ae s/G3 | HUGO V, 
Xi a f(x) X2 fw) Xx J.x,) 
因为 V, 关 0, 所 以 D, = [IG 


1 2 3 ... n-1 n 


n ] 


例 24 计算 nn 阶 行列 式 D = n-l n 


一 iD 
局 = 
. j| | 
L To 
3 = 
|! 

2 — 


3 4 5 + 1 2 
2 3 4 <+ n 1] 
解 ”不 难看 出 D = |1,2,-. n]. W f(x) =1+2xz+3x ++ + ' 


nx", H < x" -1 =0 的 nm 个 根 是 xxa，… ,Xn AE x, = 1 , 则 
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D, = [I/G) = f) [IG , 
因为 ” f(x) — xf(x) = 1 +x +X +: +X" — nx”, 


2 n-1 n 
即 f(x) = L tx tx + + x nx 1 


1 -x 


且 对 xx 8 1 + x, +x +… + x," =0, 所 以 


" | +x; + x + + x," — nx," 
p. = Ita Uta me 
. i=2. 一 x; 
_ n — nx," i n _ n 
-ADI DIII ==. 
又 因为 [有 (z - x;) = 于 = 1 +x + = +" 所 以 
i=2 _ 
(1 — x.) = n. 
i=2 


于 是 
p, =a +e. 


试用 行 ( 列 ) 和 法 求 此 行列 式 的 值 , 比较 一 下 这 个 行列 式 和 例 10 
中 的 行列 式 的 关系 . 


a b b - j b 
c a b - b b 


例 25 计算 n 阶 行列 式 D, =  | 和 Q 


c c c v a b 
c C . 由 电 h 


~ 
V. 
++ 


abc # 0,b Z c. | 
解 5 MD =| a,b,-- bl <. 设 f(x) =a +b(x+% + +Xx" ), 


B x" x 一 0 的 nn 个 根 为 x) ,x,,，…,%,， 则 


D. = [1A . 


' 06， 高 等 代数 的 典型 方法 


由 n _ n cC cC 
f(x) =a +b 1 Wa b b | 


多 一 x —1] 


有 f(x) =a +b — —_ 1 


由 根 与 系数 的 关系 ,有 
282 一 ii — ""* = 3 xi "lx Xi | = Ü ,XX X. = (- 1)" n+l C 
利用 上 述 关系 式 可 得 


pe 


¿=l i II (zx, - 1) 
i=] 
(- 1)" —(a - b)" + (c — a)” x 
= — b C — — = (ech) b(a = oO" 
I i | c — b : 


【= 1)" + (- 1)" 


BR b = < 时 ,此 问题 就 变 得 简单 了 . 通过 以 上 两 个 例题 可 以 看 
出 ,利用 循环 行列 式 的 定理 计算 时 ,需要 较 强 的 技巧 性 . 

试用 递 推 法 求 此 行列 式 的 值 . | 

提示 : 先 将 最 后 一 列 改写 为 8+0,…,b+0,b + (a — b) ,然后 拆 成 两 
个 行列 式 的 和 ,把 第 一 个 行列 式 最 后 一 列 提出 公 因子 后 再 将 其 ( -c) 售 
加 到 前 面 各 列 ,得 递 推 公式 D, = (a -5)D,_, +b(a -c)” ;将 D, 转 置 同 
理 得 D, = (a - c)D,,, + cl(a -5b)”; 由 这 两 个 递 推 式 即 可 解 得 D.. 

计算 行列 式 的 方法 很 多 ,在 具体 计算 时 ,往往 要 把 几 种 方法 结合 起 
来 使 用 ; 对 某 个 给 定 的 行列 式 的 求 值 ,要 注意 方法 的 灵活 性 ,要 善于 在 
一 题 多 解 中 选择 一 种 最 简捷 的 方法 . 


2.4 练习 题 及 答案 


2.4.1 ”练习 题 
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1. 计算 下 列 各 阶 行列 式 : 
1 2 3 n ] 
-1 0 3 - n 1 2 
(1) |-1 -2 0 nli (2) 11 0 
-1 -2 -3 0 1 0 
x Y 0 
x yy 0 
(3) D, = ... |; (4) D, = 
0 0 0 
0 0 x 
l +a, a, U3 G, 
a, l] +a, as G, 
(5) a, a, l] + a, a, |; 
a, a, a, ] +a, 
-a 0 0 1 
G, 一 G, 0 0 0 | 
0 a, 一 03 0 1 
(6) 
0 —a Ü ] 
0 G...) -a, 1 
0 0 O 0 a 1 
i 2 3 n—-1 n | | 
-1 < 0 0 
(TD) |o -1 x o O| |, 
0 0 0 一 ] x s 


-一 ”DO LN 


。67 ， 
1 
0 
01; 
n 
a b 
b a 
3 
3 
9 一 和 


* 68 - 高 等 代数 的 典型 方法 
l-a <“, 0 
0 x y Zz 
0 -1 l-w% G 
9) |“ “ ?71X10)D, = _ _ 
; x 0 ... ... 
a 0 0 O 
I 1 ] 
x, + 1 x, +] x, 十 了 
(11) | x! 十 %i x, + Xx) Xa 十 Xx; 
xl +x 十 Xr X, 十 x x 
G, 
a ab, b? 
n-l asb bal 
(12) ! ` aaa, ¥ 0 ;(13) 
ar" a™b, b" 
d, 
]+x ° “X X X, za 
1 
(14) xx Í]+%x XX (15) D = | 
x x, XX 1 + x° 
] 2 3 r, 一 ] n 1 +a, 
1] -1 0 Ü 0 ] 
(16)10 2 -2 0 0 |; (17) x 
0 0 0 n—-1 1-n ] 
x a a 
-—a “x a a 
(18)D = a 一 和 Q a|, 
-a -a -a x a 
—a -a -a —a x 


O 0 0 
0 0 O 
a, 0 0 
0 -] 1-a, 
1 
x, 十] 
x +x |; 
n-l + x 
b, 
G, b, 
d c, 
Cn 
2 
a 
a a 
1 | 
2 
a 
2a 
1 1 
l +a, ] 
1 l +a 
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(19) 计 算 A(x + 1) - f(x) ,其 中 
1 () 0 0 :0 x 


1 2 0 0 0 x 
] 3 3 0 0 ; 
f(x) = 
1 n C CC + G x" 
l n 十 1 C7, Cha `° C x" 
2. 求 证: n 阶 行列 式 
COSX ] 0 *… Ü 0 0 
] 2cosx ] ... Ü O 0 
D 0 1 2cosx … 0 0 0 
，。 三 =Z COSNX 。 
0 0 0 .. ] 2cosx |] 
0 0 0 -0 1 2 cosx 
3. 解 方程 
1 1 ] 1 
1 Í ! 1 1 ] ] 
— x . 
1 2 4 8 | 
1 =0;(2) | 1 l] 2-x Bl l = 0 
(| S 4 |=0;0) x 
I ， ， .. — ... 
x” * * 1 1 | - (n-1)-x 
4. 议 aa ,a, 为 nn 个 互 异 的 数 , 试 解 下 列 线性 方程 组 
a" lx, 十 十 CIX +x, 二 一 QI 
G, MX + +a,x | Tx, =-— a 
at XI + + ox +x, =- a 


5.8 f(x) = c, tcix + --- +c x" 有 n+1 个 互 异 的 根 , 则 A(x) 是 


2.4.2 ”练习 题 答案 
l. 计算 下 列 各 阶 行列 式 : 
(1) n!( 作 恒 等 变 形 c; -ic ,i = 2,3,…,n ,再 按 第 1 行 展开 . ) 


. 70 - 高 等 代数 的 典型 方法 


(2) (1 -地 -3 一)n!. (第 形 行列 式 ) 


(3) x=' + (— 1)"”y".( 两 条 线 行列 式 ) 

(4) (-1) 2 [Oa -1)a+b].(b-a)"!.( 行 ( 列 ) 和 相等 行列 
式 , 也 可 用 换 元 法 或 升 阶 法 ) 

(5) 1 +a, +a, +as+…+a。( 列 和 相等 行列 式 , 也 可 用 换 元 法 、 
升 阶 法 或 分 拆 法 ) 

(6) (-1) (+1l)aiaa…a- (各行 都 加 到 第 1( 或 ”) 行 上 ,再 按 
第 1( 或 n) 行 展开 . ) | 
| (7) =") +2x"2? +. + (n 一 1)x +n.( 作 恒 等 变 形 ¢c, + xc, + xc, 
+ … + xc, ,再 按 最 后 一 列 展开 . ) 

(8) -3(x +1)(x -1)(x +2)(x -2).( 提 取 因 子 法 ) 

(9) (x +y+z)(x —y —z)(x —y +z)(x + y — z) (提取 因 于 法 ) 

(10) 1 -al +alay -awa ++ +(-1)"aa G. 《各行 都 加 到 | 
第 1( sk n) 行 上 ,再 按 第 1( sk n) 行 展开 得 递 推 公 式 . ) 

(11) [| (x; -> ) . (利用 Vandermonde 行列 式 , 也 可 用 分 拆 法 ) 

i<;j<iqn 
(12) (aa [I (2-3). (利用 Vandermonde 行列 式 ) 


(13) II (aici 一 pidi) (可 采用 递 推 法 计算 ) 


(14) 1 + x +… + .( 可 采用 升 阶 法 计算 ) 
(15) (n + 1)a”.〔 可 采用 递 推 法 计算 ) 


(16) 生 二 一 (n+ 1)1. (将 各 列 都 加 到 第 一 列 ) 


(17) wara(1 + X T.) (用 升 阶 法 化 为 箭 形 行列 式 或 用 第 一 
数学 归纳 法 , 拆 第 n 列 ;也 可 利用 分 拆 法 或 换 元 法 . ) 

(18) D, = —[ (x + a)" + (x - a)"]. (利用 递 推 法 , 拆 第 n 行 
( 列 ) ;或 用 反 循环 行列 式 的 方法 . ) 
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(19) (n +1) 1x".( 作 变形 c,， — c, -xc -=-… 一 x" ce, 即 得 ) 
2. 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 . 
3. 解 方程 : 
(1) 解 是 1,2, -2.( 此 行列 式 是 Vandermonde 行列 式 ) 
(2) 解 是 0,1,…,n ~ 2 .( 提 取 因 子 法 ) 
4. 解 :假设 b| ,… b. 为 方程 组 的 解 . 考虑 y 的 多 项 式 
x fO) = y'+by"' + + by +b, , 
则 fla) =0,7=1,.…,n,pa,,.… ,a, 是 f(y) 的 全 部 根 . 于 是 由 根 与 系 
数 的 关系 就 有 
b, =—- (at+a++a) =-0, 
b, = a,a, + + Gn-iGn = (~ l)°o, = O>, 
b, = (-1)'(aaa,-a,) = (—- 1) On， 
Jeri o, = aai + ayasa, +” +a, "a, 
另 解 :线性 方程 组 的 系数 行列 式 
D=(-1)) [I Ga,-a) = JI Ga), 


D, = (- 1)'e, [I (a -a) = (-1)' D, 
H Cramer 法 则 得 X; = =: = (-1)o,i=1,2,.,n. 
5, 证 明 ; 由 于 f(x) = co +cx+… + c,x" 有 n+ 1 个 互 异 的 根 ,从 
而 得 一 个 关于 co ,cl ……c, 的 齐 次 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 是 n+1 阶 
Vandermonde 行列 式 且 不 为 零 , 于 是 利用 Cramer 法 则 得 co =cl =… = 
c = 0 ,因此 所 zx) 是 零 多 项 式 . 
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线性 方程 组 的 理论 在 线性 代数 中 的 地 位 是 突出 的 , 它 不 仅 是 线性 
代数 的 重要 内 容 之 一 ,而 且 也 是 线性 代数 的 理论 基础 . 同时 ,在 数学 的 
各 分 支 及 其 它 许多 领域 中 ,线性 方程 组 都 被 广泛 应 用 着 . 

关于 线性 方程 组 提出 的 基本 问题 在 本 章 都 得 到 了 圆满 的 解决 ,所 
得 到 的 结果 是 十 分 完美 的 . 本 章 除了 应 用 行列 式 这 一 工具 外 ,还 引进 了 
向 量 和 矩阵 两 种 工具 . 本 章 引 入 的 概念 和 方法 都 是 基本 的 ,从 概念 到 结 
论 、 从 内 容 到 方法 都 要 掌握 并 能 熟练 运用 . 


3.1 内容 提要 


3.1.1 高 斯 消 元 法 
1. 线性 方程 组 及 其 基本 问题 


(1) 形 如 
_C11X + GX, 十 … + QinX, = b, 
CQ21X1 + GX, 十 … + a;,x, = b, (3.1) 
GX, 十 CGOX + +a. x, = b, 


的 方程 组 称 为 数 域 六 上 的 一 个 元 线性 方程 组 ,其 中 a; e OA 
b, = F 称 为 常数 项 ;x; 称 为 未 知 量 = 1,…,m,j = 1,: 

当 常 数 项 bi ,6,,… ,6b 不 全 为 零 时 ， 方程 组 (3. 1) 称 为 非 齐 次 线性 
方程 组 ; 当 常 数 项 b, ,b,,… ,6。 全 为 零 时 ， 


G), X, + GX, 十 … + ax, = Ü 
GX, + C22X2 + * + G2nXn = Ü (3.2) 
G X, 二 Qox + +a, x, = Ü 


方程 组 (3.2) 称 为 齐 次 线性 方程 组 . 
(2) 设 数 域 让 上 有 有 序 组 (k,k,…,k,) ,用 它们 依次 代替 (3. 1) 
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中 的 未 知 量 x ,wx ,x, 后 ,(3.1) 的 每 一 个 方程 都 变 成 恒等式 , 则 称 
(k ,k,,- k.) 为 方程 组 (3. 1 ) 的 一 个 解 . 

设 (ki , k, 3 ,天 ) 是 齐 次 线性 方程 组 (3. 2) 的 一 个 解 ,如 果 k, , k, 5 
…,k, 全 为 零 , 则 称 为 齐 次 线性 方程 组 (3. 2) 的 零 解 ;如 果 ,名 ，… k, 
不 全 为 零 , 则 称 为 齐 次 线性 方程 组 (3.2) 的 一 个 非 零 解 . 

(3) 线 性 方程 组 的 初等 变换 是 指 : 

由 交换 两 个 方程 的 位 置 ; 

”加 用 一 个 不 等 于 零 的 数 乘 某 一 个 方程 ; 

图 用 一 个 数 乘 某 一 个 方程 后 加 到 另 一 个 方程 上 . | 

初等 变换 把 一 个 线性 方程 组 变 为 一 个 与 它 同 解 的 线性 方程 组 . 

(4) 关于 线性 方程 组 , 主要 讨论 以 下 四 个 问题 :判定 一 个 方程 组 是 
否 有 解 ; 在 有 解 的 情况 下 确定 解 的 个 数 并 且 探 求 其 解法 ;在 有 无 数 多 个 
解 时 探讨 解 的 构造 | 

以 下 我 们 将 在 数 域 上 讨论 线性 方程 组 . 


2. 和 矩阵 
(1) 由 数 域 上 的 s 48 c; 排 成 的 一 个 : 行 1 列 的 表 
Cll C12 Cl 
C = C21 C22 C, 
Ca Co U C. 


叫做 数 域 玉 上 的 一 个 s 行 1 列 ( 或 xi) 矩阵 , 记 为 (cy), 或 (cf) .cy HH 
做 这 个 矩阵 的 元 素 ,i 是 元 素 c; 的 行 指标 ,j 是 它 的 列 指标 . 

行 数 和 列 数 都 是 的 矩阵 叫做 * 阶 方 阵 ; 元 素 都 是 零 的 矩阵 叫做 零 
矩阵 ;只 有 一 行 ( 列 ) 的 抢 阵 叫做 行 ( 列 ) 矩阵 (或 行 ( 列 ) j Bl). 

由 线性 方程 组 (3. 1) 的 系数 以 及 常数 项 所 构成 的 矩阵 


Gia do On a, Go ° Ga b, 

4 = do G, C, À | G a, b, 
= ,A = 

inl dn 本 (Lon GL. G 2 a (Lan b. 


分 别 叫做 线性 方程 组 (3. 1) BJ 5 š 2E EE IH J' E P£. 
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给 定数 域 尺 上 的 一 个 线性 方程 组 当 且 仅 当 给 定数 域 玉 上 的 一 个 抢 阵 . 

(2) 甜 阵 的 行 ( 列 ) 初 等 变换 指 的 是 对 一 个 矩阵 施行 的 下 列 变 换 : 

QD 交换 和 矩阵 的 两 行 ( 列 ); 

凶 用 一 个 不 等 于 零 的 数 乘 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) ; 

易 用 一 个 数 乘 矩 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) E. 

(3) 如果 在 一 个 矩阵 中 可 画 一 条 阶梯 线 , 每 个 台阶 只 有 一 行 ,阶梯 
线 后 面 的 第 一 个 元 素 都 是 非 零 元 素 , 且 阶梯 线 下 面 的 元 素 都 是 零 ,那么 
这 个 矩阵 叫做 行 阶梯 形 和 矩阵; 如果 在 一 个 行 阶梯 形 和 矩阵 中 , 非 零 行 的 第 

一 个 非 零 元 素 都 是 1, 且 这 些 个 非 零 元素 1 所 在 列 的 其 它 元 素 都 是 零 ， 

那么 这 个 行 阶梯 形 和 矩阵 叫做 行 最 简 形 和 矩阵 . 


2 一 | I] 3 
例如 , A | l x etm 


0 O 
0 0 0 O 
1 0 0 2 0 
0 1 0 -2 0 ,— 
B = Z 。 
0 0 0 1 是 行 最 简 形 窍 阵 
0 0 0 0 0 
(4) 任 意 一 个 m fT n 列 矩 阵 
aG, Ga, dln 
A=|%@ > Go, 
G. Ce ° G Lan 
人 2104 S AE RVASM 
l 0 O c, Cin 
0 1 0 + 0 eo l Cy 
0 0 0 - 1 Cr 5 ,, P 
0 0 0 … 0 0 0 
0 0 0 + 0 0 + 0 


H#Hriir>0,r < m,r < n. (其 实 r = R(A)) 


第 3 章 线性 方程 组 . 75 - 


3. 高 斯 消 元 法 

(1) 高 斯 消 元 法 是 求解 线性 方程 组 的 具体 方法 , 它 通过 对 线性 方 
程 组 施行 三 种 初等 变换 ,将 原 方程 组 中 某 方 程 的 某 个 未 知 量 的 系数 变 
为 零 , 即 消去 这 个 元 ;反复 这 样 做 ,得 到 一 个 化 简 的 线性 方程 组 ,这 是 个 
阶梯 形 方程 组 . 这 样 的 阶梯 形 线性 方程 组 容易 判断 是 否 有 解 ; 有 解 时 ， 
容易 得 到 所 有 解 , 这 就 是 用 消 元 法 求解 的 过 程 . 

高 斯 消 元 法 的 具体 步 又: x 
”第 一 步 ,化 阶梯 形 方程 组 : 若 方程 组 (3. 1) 中 x, 的 系数 全 为 零 , 则 
考虑 x, 的 系数 ; 若 ” 的 系数 不 全 为 零 , 则 可 经 过 方程 组 的 初等 变换 将 
(3.1) 中 其 余 的 方程 消去 x, . 反复 这 样 做 ,得 到 一 个 阶梯 形 方程 组 . 当 这 
个 阶梯 形 方程 组 无 矛盾 关系 式 时 , 原 方程 组 有 解 ,有 解 时 进行 第 二 步 . 

第 二 步 , 回 代 过 程 : 由 最 后 一 个 方程 , 求 得 一 个 未 知 量 ,再 依次 向 前 
回 代 , 逐 一 地 求 出 全 部 未 知 量 . 

(2) 高 斯 消 元 法 体现 在 线性 方程 组 的 增 广 矩阵 4 上 ,就 是 用 初等 
行 变 换 和 第 一 种 列 初等 变换 将 4 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 


1 k | 
0 l + * * “ *|j* 
O 0 ... ] * ... * | * ' 
0 0 +- 0 0 . 0 d,, 
0 0 -- 0 0 ... 0 d 
当 r < m, 且 d,,, ,…,d, 不 全 为 零 时 , 原 方程 组 无 解 ; 当 r = m, 或 Tr < m 
B d,, = … = d, = 0 时 , 原 方程 组 有 解 . 在 有 解 的 情形 ,再 将 增 广 矩 阵 
A 化 为 最 简 形 矩 阵 
1 0 ... 0 Clr Cn d, 
0 ] ... 0 Co U Cy d, 
0 0 ... 1 Co 5 C, d 


0 0 ... 0 0 ... 0 d, 


0 0 -—- 0 0 - Ola 
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or 
已 的 一 般 解 为 
X; 一 d, _ Crk — ° c k, À, 
x 一 a — C kk 一 "“""” — cok, 
Xi ui 一 k, 
x; _ k._, 


其 中 x; ,…,x， 是 自由 未 知 量 ,i 1 是 1,…,n 的 一 个 排列 . 

注 1 将 求解 线性 方程 组 的 消 元 法 转化 为 对 方程 组 的 增 广 和 矩阵 施 
行 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 ,因为 不 用 带 着 未 知 量 进行 计算 ,所 以 这 
一 过 程 不 但 简单 明了 ,而 且 由 于 强调 了 元 素 和 方程 的 相对 位 置 ,还 可 以 
避免 计算 混乱 甚至 循环 推导 这 类 错误 . 

注 2 在 解 线 性 方程 组 时 ,为 了 理论 叙述 的 方便 , 才 允 许 交 换 增 广 
矩阵 的 列 ,这 对 于 方程 本 身 没 有 任何 影响 ;而 对 于 增 广 抢 阵列 的 其 它 两 
种 变换 ,在 解 线性 方程 组 时 是 绝对 不 能 使 用 的 . 

3.1.2 ”向量 组 的 线性 相关 性 

1. 向 量 空间 

设 了 是 非 空 集合 ,把 了 中 的 元 素 叫 做 向 量 ,用 小 写 黑体 希腊 字母 
Qa,B,y,… 来 表示 ;FF 是 数 域 ,把 中 的 元 素 叫 做 数量 (或 标量 、 纯 量 )， 
用 小 写 拉 丁字 母 a,b,c,… 来 表示 . 如 果 下 列 条 件 被 满足 , 则 称 VY 作 成 数 
域 下 上 的 向 量 空间 (线性 空间 ). 

(1) 在 V 定 义 一 个 加 法 运算 , 即 Va Bp e V, 有 a@a+B e V; 

(2) 在 下 与 了 中 定义 一 个 数量 与 向 量 的 乘法 运算 (简称 数 乘 ) , 即 
VkeF,Ya eV 者 有 ka eVV， 

(3) 加 法 和 数 乘 运算 满足 八条 算 律 : 

加 法 的 交换 律 w+B = B +=; 

加 法 的 结合 律 (a +B) +y =a + (B +y) ; 

@@ 在 中 存在 零 向 量 , 记 为 0, 且 Va e V ,都 有 a+0=ea; 

(DV 中 任意 向 量 a 都 存在 负 同 量 , 记 为 ~-a, 且 aw+( -ai =0; 

Q k(la) = (kha ; | 
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@(k+I)a = ka + la ; 
(Q k(a + B) = ka + kf ; 
@la = a. 
Fria,B.,y 是 VV 中 任意 向 量 ,k,l 是 下 中 任意 数量 . 
2. 线性 组 合 、 等 和 价 向 量 组 
(1) 线 性 组 合 
设 V 是 数 域 上 的 向 量 空间 ,a ,am ,… ,a ,a e V, 如 果 存 在 数 域 F 
中 的 一 一 组 数 ,kk,，…， k. ,使 | 
@ = ka, + ha + + ka, , 
则 称 向 量 a 是 向 量 组 a, ,a ,… a, 的 线性 组 合 ,或 称 回 量 a 可 由 回 量 
组 aa, a. 线性 表示 . 
显然 ,向 量 组 中 的 每 一 个 向 量 都 可 由 该 回 量 组 线性 表示 ; 零 回 量 可 
由 任意 向 量 组 线性 表示 . 
(2) 等 价 向 量 组 
W 1 :iaa ao 与 工 :1B8 B... B.1 是 数 域 尺 上 回 量 空间 
了 的 两 个 问 量 组 ,如 果 工 中 的 每 一 个 回 量 都 可 以 由 了 线性 表示 , 则 称 
向 量 组 I 可 由 向 量 组 J 线性 表示 ; 如果 这 两 个 向 量 组 能 相互 线性 表 
示 , 则 称 它 们 是 等 价 的 向 量 组 . 
(3 ) 等 价 问 量 组 的 性 质 
(具有 反 身 性 : 即 每 一 个 向 量 组 都 与 自身 等 价 ; 
@ 具 有 对 称 性 : 若 aa ,ao| 与 1B1,B,，…,B,| 等 价 , 则 
{B1,B,,…,B,| 与 jaa an 等 价 ; 
号 具有 传递 性 : 若 fa ma, ,ao 与 1 n... 等 价 , 且 
1B DB Jl yi y | 等 价 , 则 ia om，…an| 与 1 y, 


…,Y,| 等 价 . 
3. 回 量 组 的 线性 相关 性 
(1 ) 线 性 相关 、 线 性 无 关 的 概念 


Ea, ,oa ，……,a, 是 数 域 尺 上 向 量 空间 了 的 一 个 回 量 组 ,大 存在 数 域 
中 一 组 不 全 为 零 的 数 和 ,有 k. ,使 


ka, + kw, + +k Ge. = 0, 
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则 称 癌 量 组 (r G, ,0 线性 相关 . 如 有 果 只 有 当 k. = k, 一 ”一 k. = 0 
时 上 式 才 成 立 , 则 称 向 量 组 ar ,@,,… a. 线性 无 关 . 
(2 ) 线 性 相关 与 线性 表示 的 关系 


Q@ 若 一 个 向 量 组 的 部 分 向 量 组 线性 相关 , 则 这 个 向 量 组 必 线 性 相 
关 ( 等 价 说 法 是 : 若 一 个 向 量 组 线性 无 关 , 则 它 的 任意 部 分 向 量 组 都 线 
性 无 关 ); 

@ 一 个 向 量 线性 相关 的 充 要 条 件 是 它 为 零 癌 量 ; 者 一 个 向 量 组 中 
含有 零 向 量 ,这 组 向 量 必 线性 相关 ; 

图 向 量 组 w ,a ,…,a,(n > 2) 线性 相关 的 充 要 条 件 是 其 中 至 少 
有 一 个 向 量 可 由 其 余 n -1 个 向 量 线性 表示 ; 

向 量 组 @ ,a ,…,Q,( 其 中 关 0) 线性 相关 的 充 要 条 件 巧 至少 
有 一 个 同 量 a.(1 <; < 1 可 由 aa ,… ,Qi 线性 表示 ; 

@ 若 向 量 组 w ,az ,…,a, 线性 无 天， 目 向 量 组 a, ,G, ` z, B 线 
性 相关 , 则 B 可 由 a ,a,，… ,a, 惟一 线性 表示 ; 

G 怠 性 无 关 的 向 量 组 延长 分 后 仍 线 性 无 关 (其 等 份 说 法 是 ， : 线 
性 相关 的 向 量 组 减少 分 量 后 仍 线性 相关 ) ; 

@ 蔡 换 定理 :如 果 向 量 组 I; la ,wa ,…,a,| 线性 元 关 ， 且 向 量 组 1 可 
由 癌 量 组 工 : IB. , 5 B. 线性 表示 , 则 7r 志 s, 并 有 必要 时 可 以 对 了 [中 的 
向 量 重新 编号 ,使 得 用 a ,om ,… a. 替换 PB ,B,,…,B, 后 ,所 得 向 量 组 责 : 
{a a, w Bn ,Bb, | 与 呵 量 组 TI.1p8，,， 2 等 价 ; 

@@ 如 果 向 量 组 ta ,ea ,……,a,} 可 由 向 量 组 1B, ,8 …,B,| 线性 表 
示 , 且 r > *, 则 [aaw ,…,a, | 必 线 性 相关 ; 

两 个 线性 无 关 的 等 价 向 量 组 必 含 有 相同 个 数 的 向 量 . 

4. 极 大 无 关 组 .向量 组 的 秩 

(1 ) 概念 

在 向 量 组 I: a ,@,…,@,| 中 ,如 果 一 个 部 分 向 量 组 下: | as ， 
m, ,Qa | 线性 无 关 , 并 且 向 量 组 1 中 的 每 一 个 向 量 都 能 由 这 一 部 分 
组 下 线性 表示 , 则 称 向 量 组 下 为 向 量 组 1 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

一 个 向 量 组 的 极 大 无 关 组 不 一 定 是 惟一 的 . 完全 由 零 向 量 组 成 的 
向 量 组 没有 极 大 无 关 组 ; 若 一 个 向 量 组 中 含有 非 零 向 量 , 则 该 向 量 组 一 
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定 有 极 大 无 关 组 . | 

向 量 组 j aa ,… a. | 的 极 大 无 关 组 所 含 回 量 的 个 数 r 叫做 这 个 
向 量 组 的 穆 , 记 为 Ra ,Qa,,… ,a,| .规定 只 含 零 向 量 的 向 量 组 的 秩 为 
零 . 秩 是 向 量 组 自身 的 属性 ,是 惟一 确定 的 . | 

(2) 有 关 结 论 

由 一 个 向 量 组 的 任意 一 个 线性 无 关 的 部 分 组 都 可 以 扩充 成 一 个 极 
大 无 关 组 . | 

@ 若 向 量 组 {a ,a ,… ,al 的 秩 是 r, 则 {a ,aa 中 任意 
个 线性 无 关 的 向 量 均 可 构成 它 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

@ 向 量 组 la ,@,,… ,a,| 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 它 的 极 大 无 关 
组 是 自身 . 

(@ 向 量 组 与 它 的 任意 一 个 极 大 无 关 组 等 价 ; 

向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 等 价 ; 

@@ 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 相 同 ; 

@@O 如 果 向 量 组 工 可 由 向 量 组 下 线性 表示 , 则 向 量 组 工 的 秩 不 超过 
向 量 组 卫 的 秩 . 

(@ 等 价 的 向 量 组 有 相同 的 秩 . 

5. 向 量 空间 的 基 和 维 数 

设 V 是 数 域 上 的 向 量 空间 ,车 VY 中 的 一 组 癌 量 a ,a,,… a. 满 
E: 

(1 ) QO 0, 线性 无 关 ; 

(2) 8 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 组 a ,am ,… ,a 线性 表示 . 
则 称 向 量 组 al ,a; ,…,aw, 为 向 量 空间 了 Y 的 一 个 基 ; 基 所 含 向 量 的 个 数 
叫做 了 的 维 数 , 记 为 dimV. 如 果 向 量 空间 V 中 含有 无 数 多 个 线性 无 关 的 
[B] Et , i) V Jš G BB 2ËE 9. 

数 域 下 上 mm 元 行 ( 列 ) Pj BE2E iB] F' 的 一 个 基 是 s ,es l g, PCrF s, 
的 第 i 个 分 量 为 1 ,其 余 分 量 为 0, 故 dimF = n. 
3.1.3 和 矩阵 的 秩 

1. 矩阵 的 行 ( 列 ) 秩 

矩阵 4 ,的 每 一 行 ( 列 ) 叫 做 行 ( 列 ) 向 量 , 所 有 行 ( 列 ) 问 量 叫 做 
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矩阵 的 行 ( 列 ) 向 量 组 . 矩阵 的 行 ( 列 ) 向 量 组 的 秩 叫 做 矩阵 的 行 ( 列 ) 
秩 . x 

一 个 矩阵 的 行 秩 和 列 秩 相等 . 

2. 矩阵 的 秩 的 两 个 等 价 定义 

(1) 和 矩阵 的 行 (或 列 ) 秩 叫做 矩阵 的 秩 . 

(2) 和 矩阵 4, 的 非 零 子 式 的 最 大 阶 数 叫 做 矩阵 4 的 秩 , 记 为 
R(A),Ë 8 R(A) < min[m,n] . 规定 零 矩 阵 的 秩 是 0. 
”显然 , 行 阶梯 形 矩 阵 的 秩 就 是 非 零 行 的 行 数 . 

初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 

3. 行 ( 列 ) 满 秩 矩 阵 

秩 等 于 行 ( 列 ) 数 的 矩阵 叫做 行 ( 列 ) 满 秩 矩 阵 ; 秩 等 于 阶 数 的 矩阵 
叫做 满 秩 矩阵 . 行 满 秩 阵 与 列 满 秩 阵 均 有 类 似 于 满 秩 和 矩阵 的 四 条 性 质 : 

(1) 当 和 矩阵 乘积 中 左 ( 右 ) 侧 有 一 个 列 ( 行 ) 满 秩 阵 时 , 则 乘积 的 秩 
等 于 另 一 个 因子 矩阵 的 秩 . 

(2) 对 mxn 行 ( 列 ) 满 秩 阵 4, 必 存在 n x m 列 ( 行 ) 满 秩 阵 B, 使 
AB =1 (BA = L). 

(3) 设 4 为 m xn 列 满 秩 阵 , 则 nn 元 齐 次 线性 方程 组 4x = 0 只 有 
零 解 . 

(4) 任 意 一 个 列 ( 行 ) 满 秩 阵 可 以 从 矩阵 等 式 两 端的 左 ( 右 ) 侧 消 
£. x 
4. 矩阵 秩 的 求法 
非 零 子 式 法 、 行 ( 列 ) 秩 法 、 初 等 变换 法 . 
3.1.4 ”线性 方程 组 有 解 的 判别 

1. 线性 方程 组 有 解 的 条 件 

(1) 线 性 方程 组 (3. 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 A 的 秩 等 于 增 
广 矩阵 4 的 秩 . 在 有 解 的 情况 下 , 当 R(4) = n 时 ,有 惟一 解 ; 当 R(4) 
< n 时 ,有 无 穷 多 个 解 . 

注 1 当 R(4) = m 时 ,线性 方程 组 (3.1) 一 定 有 解 ,这 是 因为 
R(A) = m. 
注 2 4 R(A) = n 时 ,线性 方程 组 (3. 1) 不 一 定 有 解 ,但 如 果 有 
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解 , 解 必 惟 一 . 

(2) 线 性 方程 组 (3. 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 常数 项 列 向 量 B 可 由 系 
数 矩 阵 4 的 列 向 量 组 al ,oa ,… ,a 线性 表示 . 

(3) 线 性 方程 组 (3. 1) 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 A 的 列 向 量 组 
aa ,Ga 与 增 广 和 矩阵 4 的 列 向 量 组 ai ,as ,aa, p 等 价 . 

(4) 设 线性 方程 组 (3.1) 有 解 , 它 的 系数 矩阵 A 和 增 广 和 矩阵 4 的 共 
同 秩 是 r < 0. 那么 可 以 在 (3. 1) 的 普 个 方程 中 选 出 r 个 方程 ,使 得 剩 下 
的 m -个 方程 中 的 每 一 个 都 是 这 个 方程 的 结果 , 因而 方程 组 (3. 1 ) 
可 以 归结 为 解 这 r 个 方程 所 组 成 的 线性 方程 组 . 

2. 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 

(1) 齐 次 线性 方程 组 总 有 和 解 . 

(2) 齐 次 线性 方程 组 (3. 2) 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 矩阵 
的 秩 小 于 未 知 量 的 个 数 , 即 R(A) < n. 

(3 ) 方 程 个 数 小 于 未 知 量 个 数 的 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 零 解 . 

(4) 方 程 个 数 与 未 知 量 个 数 相等 的 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 
要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 . 
3.1.5 “” 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

1. 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 x 

(1) 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 之 和 仍 是 它 的 解 ; 

(2) 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 的 倍数 仍 是 它 的 解 ; 

(3 ) 齐 次 线性 方程 组 的 解 的 线性 组 合 仍 是 它 的 解 . 

因此 , 齐 次 线性 方程 组 的 解 向 量 构成 一 个 向 量 空间 , 称 之 为 齐 次 线 
性 方程 组 的 解 空 间 . x 

2. 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 x 

如 果 齐 次 线性 方程 组 的 一 组 解 线 性 无 关 , 且 该 齐 次 组 的 任意 一 个 
解 都 能 用 这 组 解 线性 表示 , 则 把 这 组 解 叫做 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基 
础 解 系 . 

3. 基础 解 系 的 求法 | x 

(1) 设 齐 次 线性 方程 组 (3.2) 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 r , F Bz ja) JE E 
阵 为 
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1 0 `` 0 Cl1,r+l u CI, 
0 0 1 c +] Crr 
0 0 0 0 0 
0 0 . 0 0 .. 0 


则 将 n -7 个 上 自由 未 知 量 依次 值 |1,0,…,0| ys (10,…,0,1] 即 可 求 
出 它 的 基础 解 系 . 

(2) 将 一 般 解 的 分 量 都 用 n -+ 个 自由 未 知 量 x ，…,x 线性 表 
示 , 即 


Xi = — Cr ,42X;., 一 — Ci X; 
Xi =” C,,.+Xi ., 一 Crn% 
X; | = Xx | 
x ' = x ' 
再 将 一 般 解 改写 成 n -了 个 向 量 的 线性 组 合 
Xi {Cr Cr+2 — Cin 
x; — C, ,+1 _ c, +2 一 《rn 
= X; | 1 + x 0 + + x Ü ; 
x; 1 M" 
. 0 1 : 
: : 0 
i 0 0 l 


其 组 合 系数 恰好 是 这 n -r 个 自由 未 知 量 ,这 n -~r 个 解 回 量 就 是 所 求 的 
一 个 基础 解 系 . 

4. 齐 次 线性 方程 组 的 解 空间 的 基 和 维 数 

E n 元 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 情况 下 , 它 必 有 基础 解 系 ,上 且 基 
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础 解 系 所 含 解 的 个 数 是 自由 未 知 量 的 个 数 m - R(A). Bl: 4 R(A) < n 
时 , 齐 次 线性 方程 组 解 空 间 的 基 就 是 它 的 一 个 基础 解 系 ; 当 R(43 = n 
时 , 齐 次 线性 方程 组 解 空 间 就 是 零 空 间 ,没有 基 ; 但 无 论 哪 种 情形 , 解 空 
间 的 维 数 都 是 n - R(A) . 

5. 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

设 n 元 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 r(r < n), T ，*…， 
a-; 是 它 的 一 个 基础 解 系 , 则 该 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 (一 般 解 ) 是 

£ = Em + k, + + ha E 

3.1.6 ” 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

1. 导出 齐 次 线性 方程 组 

将 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 1) 的 常数 项 换 成 0 ,就 得 到 一 个 齐 次 线性 
方程 组 (3. 2 ) , 称 方程 组 (3. 2 ) 为 非 齐 次 线性 方程 组 (3. 1 ) 的 导出 组 . 

2. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 性 质 

(1) 非 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 的 差 是 它 的 导出 组 的 解 ; 

(2 ) 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 与 它 的 导出 组 的 一 个 解 之 和 仍 是 
非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 解 . x 

注 ” 非 齐 次 线性 方程 组 的 两 个 解 之 和 与 一 个 解 的 倍数 不 再 是 该 非 


齐 次 方程 组 的 解 ,但 它 的 两 个 解 和 的 坟 倍 仍 是 它 的 解 


3. 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 

如 果 mo 是 非 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 特 解 ,7 ,7 ，… n... 是 其 导 
出 组 的 一 个 基础 解 系 , 则 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 (一 般 解 ) 是 

7 = To + km + k, +` +k... ki ha, , € F. 

3.1.7 - 结 式 与 判别 式 x 

1. 两 个 一 元 多 项 式 的 结 式 与 公 根 

(1) 

f(x) = ax” +a x” + +a (m >0)， 
g(x) = bx" + bx" ++ +b.(n > 0) 

”是 复数 域 C 上 两 个 多 项 式 , 用 它们 的 系数 构造 的 m + n 阶 行列 式 
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Go a, ... ... Q 
a, a, ... ... a, n£ 
Ga a a 
R(/,g) = 0 1 m 
b b. b 
bo b, | b, m 行 
b b, , 


叫做 多 项 式 凡 x) 与 g(x) 的 结 式 . 
(2) 对 于 多 项 式 f 作 x) ,g(x), 则 R(f,g) = 0 的 充 要 条 件 是 fx) 与 
g(x) 有 非常 数 公 因 式 或 a。= b, = 0. 
(3) 对 于 多 项 式 f(x) ,g(x),R(f,g) = 0 的 充 要 条 件 是 所 x) 与 
g(x*) 在 复数 域 中 有 公共 根 或 ao = b, = 0. 
2. 二 元 高 次 方程 组 的 解法 
设 f(x,Y) 与 g(x,y) 是 两 个 复 系数 二 元 多 项 式 . 按 x 的 降 宪 写 出 这 
两 个 多 项 式 
f(x,y) = ao(y)x" +a(y)z"” + +a,(y)(m > 0)， 
g(x,y) = bo(7)x + bY)x + +b. (y)(n >0), 
其 中 ai(y) ,bY)(i=1,…,m; = asam) 都 是 y 的 多 项 式 , 然 后 求 出 
ffl g 的 结 式 , 记 为 R,(f,g).R,(f,g) JE y 的 一 个 多 项 式 e(y) ， 


如 果 (x6,7) 是 方程 组 人 机 7 0 的 解 , 则 为 是 RU,8) 的 一 个 


3 


Jj; 友之 ， aE y, = R, (f,g) 的 一 个 根 ， 则 ao(yo) = = b o (yo ) = 0 ,ska £f 
在 复数 xo 使 (zo yo) 是 方程 组 | 多 ,| - 1 的 一 个 解 
这 样 , 求 两 个 未 知 量 的 两 个 方程 . 
f(x,y) = O,z(z,y) = O 
的 公共 解 可 归结 为 求 一 个 未 知 量 的 一 个 方程 R (f.,g) = 0 的 根 . 
3. 多 项 式 的 判别 式 
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É: f(x) "a ta + ` +a 是 复数 域 C 上 一 个 n(n > 1) K 
多 项 式 . < a, O ”Cn € CE (z) e iF ( Aaa t ). 乘积 


D =a . He - w)” 
叫做 多 项 式 f(x) 的 判别 式 . 并 且 
R(f, f') = (- 1) “7 aD 
3. 2 重 上 后 和 难点 


本 章 是 围绕 线性 方程 组 理论 的 四 个 中 心 问题 展开 讨论 的 . 

”首先 介绍 了 古老 但 仍 被 广泛 使 用 的 求解 线性 方程 组 的 高 斯 消 元 
法 ,主要 通过 线性 方程 组 的 初等 变换 求 同 解 的 线性 方程 组 , 即 对 方程 组 
的 增 广 和 矩阵 用 初等 行 变换 和 第 一 种 列 初等 变换 化 为 阶梯 形 和 矩阵 求解 . 
其 次 是 对 线性 方程 组 解 的 情况 的 讨论 ,引入 了 向 量 的 线性 相关 性 、 极 大 
无 关 组 .向 量 组 的 秩 、 和 矩阵 的 秩 等 概念 ,给 出 了 线性 方程 组 有 解 的 充 要 
条 件 . 最 后 利用 向量 空间 的 概念 研究 了 线性 方程 组 解 的 结构 . 

本 章 最 后 利用 线性 方程 组 理论 给 出 二 元 高 次 方程 组 的 求解 方法 . 

本 章 的 重点 是 :向 量 组 的 线性 相关 性 ,矩阵 的 秩 与 矩阵 的 等 价 标 准 
形 ,线性 方程 组 的 理论 ,二 元 高 次 方程 组 的 解法 . 

向 量 组 的 线性 相关 性 ,不 仅 是 向 量 的 基本 研究 课题 ,而 且 是 定义 矩 
阵 的 秩 、 研 究 线性 方程 组 有 解 的 条 件 、 定 义 齐 次 线性 方程 组 基础 解 系 等 
的 基础 , 它 贯 穿 于 全 章 ,因此 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

矩阵 的 秩 是 矩阵 自身 的 最 基本 的 属性 ， 讨论 一 个 矩阵 首先 讨论 其 
秩 ,然后 在 秩 的 基础 上 再 讨论 其 它 问题 . 本 章 首先 借助 于 矩阵 秩 的 概念 
彻底 解决 了 线性 方程 组 的 问题 ;其 次 以 秩 为 依据 建立 了 等 价 标 准 形 的 
概念 ,为 讨论 矩阵 作 了 示范 ;最 后 ,还 以 两 个 矩阵 乘积 的 穆 为 主 , 讨 论 了 
秩 的 其 它 一 些 问题 ,得 到 了 许多 关于 秩 的 关系 式 . N Ik, SE EF 89 8k 253 3 
阵 的 等 价 标准 形 是 本 章 的 一 个 重点 . 

线性 方程 组 的 理论 是 本 章 的 核心 , 它 包 括 四 个 部 分 :有 解 的 判定 、 
解 的 个 数 、 解 法 、 解 的 结构 . 解 线性 方程 组 、 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 
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系 以 后 经 常用 到 . 高 斯 消 元 法 所 体现 的 形变 解 不 变 思 想 、 标 准 形 的 思 
想 ;用 增 广 矩阵 代替 线性 方程 组 ,求解 方程 组 在 矩阵 上 进行 ,这 种 分 离 
系数 的 思想 都 很 重要 . 因此 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

二 元 高 次 方程 组 的 解法 是 应 用 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 条 件 而 
推导 出 的 行列 式 解法 ,不 仅 二 元 高 次 方程 组 的 解法 本 身 是 一 个 重要 的 
研究 课题 ,而 且 对 中 学 数学 的 有 关内 容 具 有 指导 意义 ,因此 成 为 本 章 的 
一 个 重点 . 

本 章 的 难点 是 :向 量 组 的 线性 相关 性 ,含有 参数 的 线性 方程 组 的 求 
解 , 有 关 和 矩阵 秩 的 证 明 . 

向 量 组 的 线性 相关 性 是 线性 代数 中 的 一 个 重点 ,也 是 一 个 难点 ,对 
逻辑 推理 有 和 较 高 要 求 , 相 对 比较 抽象 . 在 学 习 本 部 分 内 容 时 ,无 论 是 判 
断 、 证 明 还 是 计算 ,关键 在 于 要 深刻 理解 基本 概念 , 搞 清 其 相互 之 间 的 
关联 ,要 学 会 用 定义 来 推导 论证 ,注意 推导 过 程 中 逻辑 的 正确 性 . 

含有 参数 的 线性 方程 组 求解 要 熟练 掌握 , 因为 它 综合 考查 矩阵 的 
秩 的 确定 、 线 性 方程 组 解 的 情况 判定 、 求 解 方 法 及 解 的 结构 . 

有 关 和 矩阵 的 秩 的 等 式 或 不 等 式 的 证 明 , 常 常 和 向 量 组 的 秩 、 线 性 方 
程 组 的 解 等 相 联系 , 推 证 有 一 定 的 难度 . 熟 记 关于 和 矩阵 的 秩 的 一 些 结 
论 , 对 有 关 问 题 的 论证 会 有 很 大 的 大 助 . 


33 ”例题 解析 


3.3.1 ”关于 向 量 组 的 线性 相关 性 的 判别 法 

对 于 抽象 给 出 的 向 量 组 ,判断 或 证 明 其 线性 相关 与 线性 无 关 常 采 
用 以 下 方法 :定义 法 ,根据 向 量 组 的 秩 或 行列 式 是 否 等 于 零 , 利 用 有 关 
结论 , 反 证 法 . | 

1. 定义 法 

欲 证 问 量 组 QO 线性 相关 ( 或 无 关 ) 9 只 需 出 

ia + k,a, + +hka, = 0 

推出 k, , k. | k, 不 全 为 零 ( 或 全 为 零 ) 即 可 . 

例 1 ik(> 3) 个 向 量 aow ,ar 线性 无 关 , 则 
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人 +G, ,@, + G; ,` ,Qt+ G, 


线性 无 关 的 充 要 条 件 是 为 奇数 . 
证 阴 设 a(ato)+o(@, +a,) + +a(la,+a) = 0, 
x (1) 
B) 
(a, +a,)@e, + (a, + a,)@, + + (a + a )za, = 0 , 
H Tea, sO GY, 线性 无 关 , 则 有 
a, +a, = 0 
G, +a, = (2) 


a, +a, = 0 


而 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 系数 行列 式 


1 0 ._.. 1 
D -| 1 7” | =1+ (1). 
0 1 1] 


向 量 组 w +a, G, +a, G, + x, 线性 无 关 优 齐 次 线性 方程 组 (2) 只 
有 堆 解 心 齐 次 线性 方程 组 (2) 的 系数 行列 式 D, = 1+(-1)* zz0o%k 
为 奇数 . 
注 “ 利 用 练习 题 1, ae + a ,ay + ma + x, 线性 无 天 
| 1 Ó … 0 
<D, = 0 1 1 + Ü = 1] + ( - 1)! = 0k 为 奇数 . 
l 0 0 … 1 
2. 利用 向 量 组 秩 的 方法 
向 量 组 al ,aa ,，… ,a 线性 相关 (或 无 关 ) 的 充 要 条 件 是 Ri@, a, ， 
| <n( 或 = n). | 
例 2 设 向 量 组 @ ,a ,as ,a 线性 无 关 , 则 下 列 线性 无 关 的 回 量 
组 是 ( ). 
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(AJa +a,,G, +asal + G, ,G, + Q, ; 

(B) ae, — a, +2ai +4G, ,3a + Ge, + 2G, 3al +3a + 8z, + 16a,; 
(C) a, + @, ,an teas as + aa 一 G ; 

(Di) al + as + a,,G, — w, G, — G, . 

解 应 填 (C). 

由 例 1 可 知 (A) 中 向 量 必 线 性 相关 ; 


1 -1 2 4 l -1 2 4 
4 |。 3 1 qat 3 1 "manaya 
3 3 8 16/) \0 0 O O 
秩 为 2, 故 向 量 组 (B) 线 性 相关 ; 
| 1 10 O 
0 1 1 O 、 
因为 | Bi = 0 1 1 = 2 = 0 , 故 向 量 组 (C) 必 线性 无 关 ; 
-1 0 O 1 


因为 (a 二 op) — (G, +a, ) + (a, —a,) +(a 一 上) = Ü ,所 以 
向 量 组 (D) 线 性 相关 . 
3. 利用 有 关 绪 论 
”利用 一 些 熟知 的 定理 来 证 明 或 判定 向 量 组 的 线性 相关 性 是 一 种 重 
要 的 方法 . 常用 的 定理 有 :部 分 组 线性 相关 , 则 整体 线性 相关 (其 等 价 
说 法 是 :一 组 向 量 线性 无 关 , 则 它 的 任意 部 分 组 都 线性 无 关 ) ;如 采 一 
组 向 量 中 有 一 个 向 量 能 用 其 余 向 量 线性 表示 , 则 这 组 向 量 线性 相关 ; 线 
性 无 关 的 向 量 组 延长 分 量 后 仍 线性 无 关 ( 其 等 价 说 法 是 :线性 相关 的 
向 量 组 减少 分 量 后 仍 线性 相关 ) £. 
例 3 jaa, a, 为 互 异 的 数 ,k < n ,证 明 向 量 组 
. a = (1,a,ay ar ),i = 1.2... k 
线性 无 关 . 
证 明 ”由 所 给 出 的 具体 向 量 @&; 可 作为 一 个 n 阶 Vandermonde 行 列 
式 的 第 ; 列 的 元 素 ,于 是 可 再 取 n — 个 数 ak a, ,使 a,,… Gr sat， 
… ,a H.S ,这 样 便 得 到 一 个 n Br Vandermonde 行列 去 
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] 1 … 1] 1 … 1 
Ga, 0 ° G Gun o 8, 
_ 2 2 2 2 ... 2 
IVI=|a a - a a, a, | 0 
n-l n—1] n—1 n-l ... n—1 
G, d, a, Ck+l G, 


从 而 Vandermonde 矩阵 V, 的 nn 个 列 向 量 是 线性 无 关 的 . 因此 V, 的 前 上 
个 列 回 量 也 是 线性 无 关 的 , 即 al ,@,,… ,a 线性 无 关 . 

4. 反 证 法 x 

例 4” 设 向 量 B 可 由 向 量 组 w ,a ,…,a%, 线性 表示 ,证 明 : 表 示 法 
惟一 的 充 要 条 件 是 a ,a,,… a, 线性 无 关 . 

证 明 ”必要 性 . 设 B6 = ka, + kkaG, + … + ka, 且 表 法 惟一 . 

( 反 证 法 ) 假 设 @ ,a,,…,a, 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 o ， 
qa,,…,a, ,使 

aoa + a,Ge, +…+aaw = 0, 
两 式 相 加 ,得 
B = (k, +a,)a, + (k, + a,)@G, + + (k + a,)a,. 

由 a ,a, ,…，,a, 不 全 为 零 知 ,8 有 两 种 不 同 的 表示 法 ,这 与 题 设 矛盾 , 故 
QQ, 线性 无 关 . 

充分 性 . 设 8 有 两 种 表示 法 

B = ko + ka, +…+KaQB = aw, + a,@, + … + QiG. 
两 式 相 减 ,得 

(k, — a,)w, + (k, — a,)G@, + + (k — a )w, = 0. 

由 于 wa ,oa ,…,w 线性 无 关 , 得 k, — a, =0, 即 kk = ai = 1,2,…,r, 故 
B 表示 法 惟一 . 

5. 关于 具体 向 量 组 的 线性 相关 性 的 判别 法 

对 于 F' 中 具体 给 出 的 向 量 组 al ,a ，… ,ax ,判断 其 线性 相关 性 通 
常 采用 以 下 方法 : 

(1) 先 由 定义 写 出 ay@, + aas +… + as = 0 ,再 根 据 回 量 相等 
写 出 齐 次 线性 方程 组 ; 套 该 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 则 办 量 组 线性 相 
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关 ; 右 该 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 , 则 向 量 组 线性 无 天 . 


Ao) 
(2) 排 成 矩阵 4 = (ar,a,,--,a,) ( 列 向 量 时 ) 或 4 = | “|( 行 向 


Cr 

量 时 ) , 求 R(A). # R(A) < 上 时 ,向 量 组 w ,Qa,,，… a, 线性 相关 ; 存 
R(A) = 上 时 , 问 量 组 a, az ,ax 线性 无 关 . 

(3) 对 于 n 个 n 维 向 量 ,可 同上 将 其 排 成 矩阵 4, 用 1 41 = 0 ÉE @ 
成 立 来 判定 al ,as ,av 是 否 线性 相关 . 

(4) 利 用 线性 相关 性 的 有 关 结 论 , 如 “部 分 相关 , 则 整体 相关 ”等 来 
判定 . 

例 $ 对 任意 实数 a,b,c ,线性 无 关 的 问 量 组 是 ( ). 

(A) (2, —1,a),(3,b, -—2),(0,0,0) ; 

(B) (1, -1,a,1),(3, -2,6,1),(0,0,c, — 2) ; 

(C) (a, -3, -4),(1,4,b),(c,1, -—5),(-7,8,3) ; 

(D)(1,1,l,a),(—-1,-1,-1,b), 《0,0,0,0). 

解 ” 应 填 (B). 

(A) 中 含有 零 向 量 , 必 线 性 相关 ; 

由 向 量 组 (1, -1,1),(3, -2,1) ,(0,0, -2) 线性 无 关 , 则 增 填 第 
3 个 分 量 后 所 得 的 向 量 组 (B) 也 线性 无 关 ; 

(C) 为 4 个 3 维 向 量 , 必 线 性 相关 ; 


j| 1 l a (lll a 
_1 _1 _1 b 0 0 0 a +b 3 
0 0 0 ce 000 < 


当 c 关 0 时 ,R(4) = 2; 当 c =0 时 ,R(4) < 2, 从 而 向 量 组 线性 相关 . 
3.3.2 ”关于 和 矩阵 秩 的 证 明 方 法 

1. 定义 法 

其 一 ,利用 行列 式 定 义 法 ， 确定 出 其 不 为 零 子 式 的 最 大 阶 数 ; ;其 二 ， 
讨论 其 行 秩 (或 列 秩 ). 

例 6 设 m x n 5BEFA 的 某 个 r 阶 子 式 D > 0, 而 包含 万 的 所 有 ， 


(D) 中 向 量 组 所 构成 的 矩阵 4 = 
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+ 1 BT T 3sK2 S 22. 证 明 R(A) = r. 

证 明 不 失 一 般 性 , 设 4 的 前 > 行 前 > 列 元 素 构成 的 7 阶 子 式 娓 尖 
0( 即 4 的 r 阶 顺序 主子 式 ) ,于 是 4 的 前 > 行 同 量 a ,as ，…,a, 线性 无 
关 , 夺 能 证 4 的 后 m -个 行 向 量 均 能 由 @,@,,…,a, 线性 表示 , 则 
R(4) = 工 为 此 , 作 (r +1) xz 和 矩阵 


Go, G, e G, GI + .. G|, 

化 ? G, ”Co Cr U G, 
A. = = 

a, Cr c G, Cr ”Cn 

OQ; da di G;,+ Cin 


其 中 i =r+1,…,m. 只 需 证 R(4,) = r, 即 ai 为 aa ,wa' 的 线性 组 
合 . 事实 上 ,将 4, 按 列 分 块 得 4; = (B B. B... B.) ,其 中 BB 为 
r + 1 维 列 同 量 ,7 = 1,2,…,n. 由 于 r 阶 子 式 D 0, 故 Bl,…,pB, 线性 无 
关 . 由 题 设 含 D 的 r +1 阶 子 式 全 等 于 零 , 故 对 任意 一 个 i 有 1 Bl,…,pB,， 
pB;1 = 0, 于 是 B,,…,B,,B; 线 性 相关 ,但 B1,…,B, 线性 无 关 , 因 而 B; 是 
DB Ü: B, 的 线性 组 合 , 即 6, 2， AE R [E A. 的 列 疝 量 组 的 极 大 无 关 
组 ,所 以 R(A,) = 工 因此 ,RG4) = r. 

注 ” 此 题 给 出 了 求 一 个 矩阵 秩 的 简捷 方法 . 它 的 理论 意义 在 于 揭 
示 和 矩阵 4 的 秩 r 仅 与 某 个 非 零 + 阶 子 式 D 以 及 含 D 的 r + 1 阶 子 式 全 为 
零 有 关 , 而 无 须要 求 4 的 所 有 r + 1 阶 子 式 全 为 零 这 个 强 条 件 . 

例 7 设 A e M,.(F),B = M,.(F),C e M,.(F) , 则 


"|° > R(A) +R(B). 


JEB24 AG B) Jn yB EB] sk C = 0 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
证 明 i R(A) = r,R(B) = 则 4 中 必 有 一 个 r 阶 子 式 14.1 Z 


0,B 中 必 有 一 个 s 阶 子 式 | B,1 > 0 ,于 是 矩阵 (4 “中 必 有 一 个 + 


T 


A, * 
=| A. 1-1 B |= 0,É8 
0 B. 
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"|" ME r +s = R(A) + R(B). 


特别 地 , 当 C = 0 HJ, H R [° < a() + R( -| = RCA) + 
R(B), WS 


R| 下] = R(A) + R(B) . 


当 4 9913835 , h + Í "J: 4 9)=( | 8 


a| -) = R( 的 = R(A) + R(B). 

同 理 , 当 B 为 可 逆 和 矩阵 时 , 亦 有 上 述 等 式 . 

2. 初等 变换 法 

众所周知 ,初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 利用 初等 变换 将 矩阵 化 为 阶 
梯形 ,由 阶梯 形 抢 阵 确 定 和 矩阵 的 秩 . 此 法 比较 适合 具体 的 矩阵 求 秩 . 

3. 利用 矩阵 秩 的 基本 关系 式 证 明 较 复杂 的 矩阵 秩 的 问题 

(1) k = 0 ,Jl| R(kA) = R(A) ; 

(2) 5 FE 3 FB É) 8k A šB j R - P F E EF0J k, BB R(AB) =< 
min| R(A),R(B) | .特别 地 , 当 一 个 因子 和 矩阵 可 逆 时 ,矩阵 乘积 的 秩 等 
于 另 一 个 因子 矩阵 的 秩 . 

证 明 (1) 式 显然 成 立 , 我 们 只 证 明 (2) 式 . 

先 证 : R(AB) = min! R(A),R(B)1 . 

将 矩阵 4 按 行 分 块 , A = (aa an) MI AB = (a,B ,a,B , 

a B) 车 4 的 行 向 量 的 极 大 无 关 组 为 w ,ea ,… ,a , 则 4 的 任意 一 
个 行 向 量 mw 均 可 由 a, ,a ，…,@; 线性 表示 . 从 而 任意 一 个 me 召 均 可 由 
w. B,a, B, a, B 线性 表示 , 故 向 量 组 a B ,a,B,…,a,B 的 秩 不 超过 
r, 即 R(AB) < R(A). 同 理 , 对 和 矩阵 召 用 按 列 分 块 的 方法 可 以 证 时 
R(AB) < R(B). E. R(AB) < min | R(A).,R(B)] . | 

再 证 : 当 4 可逆 时 ,R(A4B) = R(B) . 
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由 于 B = 4 "(4B), 由 上 面 结论 可 知 R(B) < R(AB), 但 R(AB) 
< R(B), 从 而 R(AB) = R(B). 

4. 化 标准 形 法 

设 4 是 秩 为 r 的 m xn 和 矩阵 , 则 存在 m 阶 可 逆 和 矩 阵 P,n 阶 可 道 矩 阵 
Q ,使 

L 0 
PAG = n 中 

7 0 
0 | 
例 8 对 mxn 行 满 秩 阵 4, 必 存在 mxn 列 满 秩 阵 B, 使 4B = I,. 
证 明 由 于 4 是 m xn 行 满 秩 阵 , 故 存在 m Bi nl mi kB EE P #I n B; 
可 逆 和 矩阵 Q ,使 PAQ = (I, ,0) ,因此 


mr) 1. 


称 (~ 1 为 给 阵 4 的 等 价 标准 形 


ED A0| )= P-: ,于 是 AQ( ° ")P = L. B = ojP, 则 4B -了 H 


B 是 n x m 列 满 秩 阵 . 
例 9 ( 满 秩 分 解 定理 ) 
设 4 是 秩 为 r 的 m xn 和 矩阵 , 则 4 = POCO ,其 中 P| 是 m xr 的 列 满 ， 
秩 阵 ,Q, IE r x n 的 行 满 秩 阵 . | 
证 明 ”因为 4 是 秩 为 r 的 m x n 86 , BJ 2ZE m Br n] ui yE E P ,n Bi 
可 逆 和 矩阵 C ,## PAQ = ( J & P” = (Pi,P,) ,0 - (9 ,其 
0 | Q 


2 


P 为 mxr 阵 ,Qi 为 rxn 阵 , 则 4 = P|” Jo" = P 0. BMP, 


是 m xr 的 列 满 秩 阵 ,Q, JE r x n 的 行 满 秩 阵 . 
例 10 ÜA e M,,(F),B e M,,(F) , 则 

R(A) + R(B) — n < R(AB) < miniR(A) ,R(B) |. 
特别 地 : 
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(1) 当 4B = 0 时 ,R(A) + R(B) < n; 

(2)34 R(A) = n 时 ,R(AB) = R(B)> ; 

(3) 当 R(B) = nH 时 ,R(AB) = R(A). 

证 明 “只 需 证 R4) + R(B) _n < R(AB). 

W R(A) =r,R(B) = ss, 对 矩阵 4 ,存在 m 阶 可 道 和 矩阵 P,n B; F]: 


矩阵 0, 使 PAQ - M Nas, - ,其 中 是 + xp 阵 ,B, 是 
(n — r) xp 阵 ,于 是 | 


oo 人 的 


因此 Rh4B) = R|) R(B,',0) = R(B.') = R(B ). 


I R(Q B) = R(B) = s ,IJ 
R(B) = R(B ',B,') < R(B ') + R(B,') < R(AB) + (n D, 
故 R(A) + R(B) -—-n < R(AB). 

特别 地 ，; 

(1)4 AB =0 时 ,R(4B) =0, 由 上 述 有 有 R(4) +R(B) - n < 0, 
E] R(A) + R(B) < n. 

(2)4 R(A) =n 时 ,由 R(A4) +R(B) —-n < R(AB) ,得 R(B) < 
R(AB) ,但 R(A4B) < R(B), 故 R(4B) = R(B). 同 理 可 证 , 当 R( B) 
= n hf ,R(AB) = R(A). | 

例 11 设 4,B,C 为 依次 可 乘 的 三 个 矩阵 , 则 

R(ABC) > R(AB) + R(BC) - R(B). 

证 明 设 B 为 n xp 阵 ,R(B) =7r, 则 由 满 秩 分 解 定理 ,存在 n xr 
列 满 秩 矩阵 P. ,r x p TS K B EE Q1, 使 B = P,Q1. 故 R(ABC) = 
R(AP,Q,C) = R| (AP ,)(Q,C) ] .根据 例 10 的 结论 ,有 

R[(AP,)(Q,C)] >= R(AP,) + R(QIC) - r. 
又 因 书 为 列 满 秩 阵 ,@, 为 行 满 秩 阵 ,所 以 
R(AP,) 一 R(AP, Q, )  R(Q ,C) 一 R(P,Q,C) ° 
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因此 得 R(ABC) > R(AB) + R(BC) - R(B). 

注 ”上述 不 等 式 是 例 10 不 等 式 的 推广 . 

5. 利用 线性 方程 组 的 理论 讨论 和 矩阵 的 秩 
”和 矩阵 的 秩 是 讨论 线性 方程 组 解 的 重要 工具 . 反 过 来 ,我 们 也 可 以 用 
线性 方程 组 解 的 理论 来 讨论 矩阵 的 秩 . 下 面 的 几 个 例子 具有 一 定 的 上 典 
型 性 . 

例 12 设 A4 e M..(F),B e M,(F),# AB = 0, 则 R(A) + 
R(B) < n.( 例 10 的 特例 1) x 

证 明 ”将 矩阵 BB 按 列 分 块 , B = (B,,B,,，…,B,), 由 4B =0 得 Ap 
= AB，=… = AB, = 0, 这 说 明 B 的 列 向 量 B,,B,,，…,B, 都 是 齐 次 线 
性 方程 组 Ax = 0 的 解 向 量 , 故 B 的 列 向 量 B1,B,,…,B, 的 极 大 无 关 组 
所 含 向 量 的 个 数 不 超 过 齐 次 组 Ax = 0 的 解 空 间 的 维 数 , 即 R(B8) < n -— 
R(A),3-E R(A) + R(B) =< n. 

试用 替换 定理 证 明 . 

例 13 设 4 是 m xn 实 和 矩阵 ,求证 : R(A'A) = = R(AA') = R(A). 

证 明 因为 4'4 Fj AA' R35R EB BEBE, R(A'A) = R(AA'). F 
面 证 明 R(A'A) = R(A). 我 们 将 证 明 齐 次 线性 方程 组 4x = 0 SS A 4x 
= 0 同 解 . | 

MARK Ax = 0 的 解 都 是 A'hx = 0 的 解 ,因此 n - R(A) < 
R(A'A) ,BN R(A) > R(A'A). 四 

反之 , 若 实 向 量 a 是 方程 组 44x = 0 的 解 , 则 a'44aw = 0, Bl 
(Aa)'(Aa) =0. 设 A@ = (b,,b,,- b.) HDD + b, + + b° = 0. 
因为 b,(i = 1,2,…,m) 是 实数 , 故 每 个 b, = 0, TE Aa = 0, 即 a 是 Ax 
= 0 的 解 ,因此 得 R(A'A) > R(A). 于 是 R(4'4) = R(4). 

思考 :本题 结 论 在 复数 域 上 是 否 成 立 ? 为 什么 ? 

6. 利用 分 块 矩阵 的 方法 

分 块 矩阵 在 分 块 初等 变换 下 秩 不 变 . 

分 块 矩 阵 秩 的 基本 公式 : 


(1) R(A,B) < R(A) + RCB) ,R( < R(A) + R(B) ; 
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(2) R( 人“)> RCA) +RCB) ; 
并 且 当 4( 或 吾 ) 为 可 逆 和 矩阵 时 ,或 C = 0 时 ,上 式 等 号 成 立 . 
例 14 证 明 :; R(A) - R(B) < R(A = B) < R(A) + R(B). 
证 明 因为 4+B = (A,B)[ ,所 
R(A +B) < R(A,B) < R(A) + R(B) ; 
X. R(A - B) < R(A) + R( - B) = R(A) + R(B) ,于 是 
R(A + B) < R(A) + R(B). 
由 于 R4 - B) + R(B) > R(A - B + B) = R(4), 故 
R(A) ~ R(B) < R(A - B) ; 
XS R(A +B) +R(- B) > R(A +B - B) = R(A),#% 
| R(A) ~- R(B) < R(A + B). 
试用 行 ( 列 ) 秩 法 证 明 R(A + B) < R(A) + R(B) ` 
例 15 A e M,.(F),B e M,(F) ,利用 分 块 矩 阵 的 方法 证 明 
R(A) + R(B) -n < R(AB). 
证 明 ”考虑 下 列 和 矩阵 的 分 块 初等 变换 : 
I O I 0 I -Bx /B L 
[ç a) 2 al olo a) 
B I B O | 
用 子 式 法 可 知 矩 阵 F NLLooSseiM 的 秩 因此 ， 
R(AB) +n > R(A) + R(B) ,Rh R(A) + R(B) - n < R(AB). 
例 16 “利用 分 块 矩阵 的 方法 证 明 例 11: 
~ R(ABC) > R(AB) + R(BC) - R(B) . 
证 明 ”用 分 块 初等 变换 得 
(人 一 (全 | 0 全 (人 0 | 
0 B 0 B —- BC B B BC 
ABC 0 AB 0 
0 Ë R| J: 


于 是 R(ABC) + R(B) = R| 5 5 BC 
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AB 0 (AB 0 

但 是 R[ B pc) > P| 0 Bc) = R(AB) + ROBC) , 
从 而 得 R(ABC) + R(B) > R(AB) + R(BC) ， 

B R(ABC) > R(AB) + R(BC) - R(B). 


通过 以 上 几 个 例子 可 以 看 出 ,利用 分 块 矩阵 法 证 明 秩 的 关系 式 比 
较 简 捷 ,但 技巧 性 较 强 ， 关键 在 于 构造 适当 的 分 块 矩阵 以 及 经 过 适当 的 
分 块 和 矩阵 的 初等 变换 . 

例 17 A 1 nBEru BEBE, W) D 为 m 阶 和 矩阵 ,B,C 分 别 汶 nx 
m,m x n BE , Wl) | 

A B | -1 
R| 5)” R(A) +R(D - CAB). 

此 命题 称 为 秩 的 第 一 降 阶 定理 . 

证 明 ”由 4 可 道 , 则 有 

| I, OY/A B\/I, -A BY /4 0 
(or re ple 1 )-(o pcs) 


mt 


A B A 0 , 
= D-C B . 
故 R( 5)" R| 。 D _ CAB) R(A) + R(D - CAB) 
由 秩 的 第 一 降 阶 定理 ,又 可 得 秩 的 升 阶 公式 
ap /A BY 
R(D - CAB) = R|“. >) R(A). 
再 由 秩 的 升 阶 公式 ,来 证 明 例 10 是 很 简单 的 . 
事实 上 ， 
L B I B 
_ (AA)! ú n _ Rf’ 
R(AB) = R[0 - (- A)L-'B] A N R(L) - 1 n 


> R(B) + R( -A) -n = R(A) + R(B) - n. 
注 当 D 为 m Bin] Ya kE EE , BIR BO S —EEBYVIE 38 52 — OE SN 


R [° "J = R(D) + R(A - BD 'C). 
C Dp 


特别 地 , 当 4,D WeTl3Bnj Hl 
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R(A) - R(D) = R(A =BD”'C) - R(D — CAB). 

此 结论 称 为 秩 的 第 二 降 阶 定理 . 
3.3.3 ”线性 方程 组 的 有 关 问 题 

1. 与 线性 方程 组 有 关 的 计算 问题 

例 18 已 知 @ = (1, -1,1),a, = (1,t, -1),a = (1,1,2),B 
= (4, , -4), 若 B 可 由 ,a ,as 线性 表示 上 且 表示 法 不 惟一 , 求 : 及 B 
的 表达 式 . 

解 设 xial + x,@G, + x,G5 = p , B| 

x, + x, + tx, = 4 


~ x, + tx, + x, = 2 


x, — x, + 2xz, = — 4 
由 于 增 广 矩阵 
_ | l 1 4 Ir 0 k: 
A=|-1 t 1 上 0 :1-1 
1 . -1 2 -4 Ñ - 
0 2 -2 8 
0 1-1 3 FF-4 0 0 - G +DG -4) i(i -4) 


当 ! = -1 时 ,R(4) = 2,R(4) = 3, 方 程 组 无 解 ; 当 : = 4 时 ,R(4) = 
R(A) = 2 < 3 ,方程 组 有 无 穷 多 解 . 此 时 


1 -1 2 -412” 1 0 3 O 
| 2 2 8 es, ° 1 ] | 
0 0 0 0 0 0 0 O 
| x, = — 3k 
同 解 方程 组 为 i” Ww | = 4 - k. 
k. 4 — x, x 
故 t = 4,B B = - 3k, + (4 -ja + ka, ,k (38. 
例 19 求 下 列 向 量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 ,并 把 不 属于 极 大 无 关 组 
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的 回 量 用 极 大 无 关 组 线性 表示 . 
a = 人 (1, -12,4),a = (0,3,1,2),a, = (3,0,7,14),a, = (1, 
-1,2,0),a, = (2,1,5,6). 
解 以 aa ,as ,ai ,as 为 列 构成 的 矩阵 为 4, 将 4 用 初等 行 变换 
1 0 3 l 2 
-1 3 O -1 1 
2 1 7 2 5 
4 2 14 0 6 0 0 0 
从 而 ai ,wa ,a 是 一 个 极 大 无 关 组 , 且 a; = 3, +a ,as = a, +a, + G.,. 
例 20 取 何 值 时 ,线性 方程 组 
(2À +1)x, -Ax, + (À +1)x, = À -1 
Ë —2)x + (À -—-1)x, + (À —2)x,; = À 
(2À -l1)x, +(À -l1)x, + (2À —1)x; = À 
有 惟一 解 、 无 解 、 无 穷 多 解 ? 在 有 无 穷 多 解 时 , 求 通 解 . 
解 方法 1 


l 0 3 0 

À = _ 19 11 O 

0 0 O 1 
0 0 


2 +1 -A A+l A -A A+l 
1A1= IA-2 A-1 A-2la-6l0 A-1 A-2|=AWM -DA+D. 
2-1 和 -lt 2-1 0 -1 2-1 


(1)4A # 0 BA # + 1 RI, #8 ME— 8. 
(2) 当 和 A = 0 Bf,8J SE EE 


(1 0 1 -IY (1 0 1 -1 
4=|-2 -1 -2 0 [O -1 0 -2| 
-1 -1 -1 0J QO 0 O 1! 


R(A) = 2,R(A) = 3, 无 解 . 
(3)`4À = 1 Hj ,F6 P SE E 


3 —1 2 0 ] 0 ] | 
A=| —1 0 -1 1F 0 -1 -1 -3 
] 0 l 1 0 0 0 2 


R(A) = 2,R(A) = 3 ,无 解 . 
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(4) 当 入 =- 工时 , 增 广 矩 阵 


3 
-1 1 0 -2 10 ç ! 
A = | —_ — _— 1 — 
3 -2 -3 -liPlo , 3 _,| 
-3 -2 -3 -] > 
00 0 0 


3 
x, ] 5 
R(A) = R(A) =2 ca" 加 _ 3 | 任意) 
Xs 0 5 
2A+1 -A A+l A-l 
方法 2 le A-1 A-2 '| 
2-1 A-1 2-1 A 
2 1-2A 2-A i 
-| -5$ -4À 一 入 8) +2À -1 | 
0 0 A(A -1)(A +1) -(A+1)(2 -2A+1) 
(134A 20 BÀ #+ 1 时 ,R(4) = R(A) = 3 ,有 惟一 解 . 


(2) 当 A = 0 或 4 = 工时 ,R(4) = 2,R(A) = 3 ,无 解 
(3) 当 和 A =-1 时 , R(A) = R(A) = 2 < 3 ,有 无 穷 多 解 , 且 


3 
ff2 3 3 -1 10 
lt -3 -3 ;| 1 3 -1 
0 0 0 0 5 
0 0 0 
于 是 其 余 同 前 . x 
注 求解 含 参数 的 线性 方程 组 常 采 用 两 种 方法 : 
方法 1 “对 方程 组 的 增 广 挎 阵 4 利用 初等 行 变换 化 为 阶梯 形 和 矩 
阵 ,然后 根据 R(A) ,R(4) 是 否 相 等 ,讨论 参数 在 什么 情况 下 有 人 解 ? 无 
解 ? 有 解 时 再 求 出 一 般 解 . x 
方法 2 ” 当 方 程 的 个 数 与 未 知 量 的 个 数 相等 时 ,可 利用 Cramer 法 
则 , 即 计 算 系 数 行列 式 141 ,对 于 使 得 141 关 0 的 参数 但 ,方程 组 有 惟 
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一 解 , 且 可 利用 Cramer 法 则 求 出 惟一 解 ( 当 方 程 的 阶 数 不 高 时 ) ;而 对 
于 使 得 141 = 0 的 参数 值 ,分 别 列 出 增 广 和 矩阵 A 用 消 元 法 求解 . 

如 果 方 程 的 个 数 与 未 知 量 的 个 数 相同 ,最 好 采用 方法 2 求解 ,因为 
求 含 参数 的 系数 矩阵 A 的 行列 式 ， 比 只 用 初等 行 变换 化 含 参数 的 增 广 
矩阵 4 为 阶梯 形 和 矩阵 要 容易 . 男 外 ,如 果 直 接 对 和 4 利 用 初等 行 变 换 进 行 
化 简 , 可 能 会 产生 讨论 不 全 的 错误 . 

例 21 已 知 4 阶 方 阵 4 一 (al ,a (化 3 ,G, ) , El: rh a, ; G, ,Oy 线性 无 
关 ,a = 2a 一 @. 如果 B = e, + a, + a, + ow, 求 线 性 方程 组 hx = p 
的 通 解 . 

解 方法 1 令 x = (zi,x,,x3,X4)', 则 由 Ax = 8 f$ 

XO + X,G, + XQ + x,@, = @, + za,;, + Gss + G, 
将 w = 2a -a 代入 上 式 整 理 得 
(2x, +x% -3)@, + ( — x, + x, )Gs + (x, — l)a, = 0. 

由 a, ,as ,a4 线性 无 关 , 得 


2xi +x, —3 = 0 


— x, + xs -0 . 
x 一 = 0 
解 此 方程 组 得 通 解 为 x 
x 0 1 
x2 | _ 3 -2 (任意 ) 
X3 0 1 
x, l Ü 


方法 2 Hia,,a,,a, 线性 无 关 和 am = 2a -as +0a, ML R(A) = 
3, 故 Ax 一 ñB 的 基础 解 系 只 含 一 个 解 回 量 . 又 由 Gy, 一 Za + G, + Ü, 一 
0 知 (1, -2,1,0)' E Ax = 0 的 非 零 解 ,从 而 也 是 4x = 0 的 基础 解 系 . 
”再 由 


] ] 
] ] 
B = e, +G, + G, + @, = 《ai aa as ,G, ) I = À ] 
I 1 
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知 ,(1,1,1,1)' 是 Ax = p 的 一 个 特 解 . 故 Ax = p 的 通 解 为 


| 1 ] 
x _ | _ 2 
.. | +k | (k f 5) 
x, | 0 
822 。 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 (1) : 位“ ° ` XE DEF 


0 一 ] 
线性 方程 组 (2) 的 基础 解 系 为 9，= ,= . 求 (1) 与 (2) 的 
0 l | 
公共 解 
— k, 
k, + 2k, 
解 “ 方 法 1 方程 组 (2) 的 通 解 为 € = kum, + k,.q, = 
k, + 2k, 
k, 

x, = -— k, 
m Je h t25 代入 (1) 得 | + 通 解 为 | Wa: 

x, = k, + 2k, (+k, = 0 k, = t 

x, = k, 
Ë) , 故 公共 解 为 

_ 1 
£ =- m +m, = t| (i 任意) 
] 
0 — ] 
方法 2 先 求 (1) 的 基础 解 系 为 &， = 本 - . , 因此 (1) 
x 0 || 
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与 (2) 的 公共 解 设 为 
Xt +x,Ë, = YN + y,Thb 或 x £, + x,£, -Ym ~ y. = 0. 
~% +y, = Ü 0 -1 0 1 100 -1i 
— y, —2y, = Ü 一 — —_ 
x, — y, —2y, = 0 l 0 -1 -2|1001 1 
x, 1 1 
' x 1 AN I 
通 解 =k 1 (任意 ) ,公共 和 解 为 : -kh +m, = FI 2 了) = k ] 
y! 一 一 
J> l x ] 


2. 与 线性 方程 组 有 关 的 证 明 问 题 x 

此 类 题目 根据 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 的 定义 及 有 关 的 定理 进 
行 证 明 . u 
例 23 VA E nBrEBE, 1 41 = 0, 且 行列 式 141 中 某 个 元 素 oi 
的 代数 余子 式 4, = 0. 证 明 齐 次 线性 方程 组 hx = 0 的 所 有 解 都 可 写 为 
如 下 形式 : 

k(A, ,i ,A ,Ai) . 

证 明 因为 | 41 =0 且 4h; 关 0, 故 R(4) = n -1, 因 而 齐 次 线性 
方程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 含有 一 个 向 量 . 由 于 1 41 =0, 于 是 44 = 
| AIT, = 0, 这 说 明 A 的 伴随 和 矩阵 4 ”的 任意 一 列 向 量 都 是 方程 组 hx 
= 0 的 解 . 而 已 知 4; 关 0, 从 而 列 向 量 (4 44n) 是 4x =0 的 
基础 解 系 ,其 全 部 解 是 k( A ,** ,4;， ,A ). 

给 出 具体 的 齐 次 线性 方程 组 ,我 们 会 求 基础 解 系 . 反之 , 即 已 知 一 
齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 ,如 何 来 求 该 齐 次 组 呢 ? 下 面 的 例题 给 出 
了 一 种 方法 . x 

例 24 设 多 是 数 域 尺 上 元 列 空间 F° BAK R Ela. W 2 
是 某 一 n 元 齐 次 线性 方程 组 4x = 0 的 解 空间 . 

证 了 明 ÉZ n, 了 Ë. 是 子 空间 W 的 一 组 基 < B 一 (B, Po 93" 
B.) ,这 是 一 个 n x r PEBE. 考虑 齐 次 线性 方程 组 B'x = 0, 因 为 R(B') = 
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R(B) = r, 故 其 基础 解 系 含 mn -个 向 量 , 记 为 aaa 令 4 = 
(am ,ay) ,这 是 一 个 nx (n - r) SEE, B R(A) = 于- 显然 齐 
次 线性 方程 组 Ax = 0 的 基础 解 系 是 B, ,DB ,B,, 故 其 解 空 间 是 W. 

例 25 12 A 是 秩 为 r 的 m xn 和 矩阵 , 且 非 齐 次 线性 方程 组 hx = p 
有 解 . 证 明 非 齐 次 组 Ax = B 的 任意 解 向 量 都 可 由 它 的 n -r+1 个 线性 
无 关 的 解 向 量 线性 表示 , 且 表示 系数 之 和 等 于 1 | 

证 明 设 加 是 hr = 有 的 一 个 特 解 ,7 m 7 是 它 的 导出 齐 
次 组 4x = 0 的 一 个 基础 解 系 . 显然 mo,z7o +h 70 +2 0 +2 都 
E Ax = B 的 解 . 

先 证 Ax =B 的 n -r+1 个 解 回 量 3 ,7o + ,70 tT 7o + 

kam + ki (no t) + k(no0 + 2) 十 … + k... (mO + Wa) = O, 
Ml) (k + k, + k, + + k...) + k. + kom + = + k... = 0 (1) 
Pf ka + ki +k, +… +k. = 0( 否 则 ,3p 可 由 ?7 2372 77- 线性 表 
示 , 这 说 明 7 是 导出 齐 次 组 hx = 0 的 解 ,与 它 是 非 齐 次 组 4x = B 的 解 
矛盾 . ) ,由 此 (1) 式 变 为 x 

Km + k,q + + k... = 0 
由 于 7 ,72 9, 线性 无 关 , 故 
k, = k, = + = k,., =0.. 
EH k, +k, +k, + +k. = 0 ##@48 k, =0. 从 而 证 明 
W030 + Th ,No 十 72， ,Mo T+ Wn 

线性 无 关 . - 

再 证 4x = 有 的 任意 解 问 量 专 都 可 由 ?1o ,77o + 901,90 + 392，… ,0 + 
m, -, 线性 表示 . 

因为 

£ = m + km + han + + ha 

= Wo + h(n +m) + h(n +) +- + k... (mo +m.) - (k. 
+ k, 十 … + k...) | 
= (1 -hoho — k...) tk (mo +) + kno + 7) + 

' + kMo + ni) 
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上 式 表明 :4x = 有 8 的 任意 解 回 量 过 都 可 由 ?oo + mo + . 
Th + 9 线性 表示 ,显然 表示 系数 之 和 等 于 1. x x 

注 1 通常 把 这 nn -rr +1 个 解 向 量 叫 做 非 齐 次 线性 方程 组 
Ax = p 的 基础 解 系 .对 于 元 非 齐 次 线性 方程 组 4x = B, 当 R(4) = 
R(A,p) 时 , 必 有 基础 解 系 ,每 个 基础 解 系 含有 n -r+1l 个 解 问 量 ; 且 它 
有 无 穷 多 个 基础 解 系 . 

注 2 ”但 是 , 非 齐 次 线性 方程 组 4x = 有 的 全 部 解 向 量 不 构成 四 基 
空间 . 它 的 全 部 解 可 以 由 一 个 基础 解 系 的 一 切线 性 组 合 使 组 合 系数 之 
和 等 于 1 时 而 得 到 


3.4 ”练习 题 及 答案 


3.4.1 练习 题 

1. 设 向 量 组 al ,wa ,… ,ai 线性 无 关 , 又 

B; = aial + asG, + +araL = 1,2,°%,k. 

则 x 

(1) 疝 量 组 06, ;Ba ,Pe 的 秩 等 于 表示 系数 矩阵 和 4 = (az ) txr 的 
秩 ; 

(2) Bi,B,,… ,Bi 线性 相关 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 4 = (G;) xr 的 
秩 小 于 上 . 

2. 证 明 : 向 量 组 a, ,a; ,……,a, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 存在 内 量 B 
可 由 向 量 组 w ,a ,…,a, 线性 表示 且 表 示 法 惟一 . 
” “3. 两 个 向 量 组 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 秩 , 且 其 中 一 个 可 
由 另 一 个 线性 表示 . | 

4. 设 向 量 组 @ ,… a. 的 秩 为 ,从 其 中 任 取 ;个 回 量 a; ,ai 
证 明 

Rie; ai Z r +s -m. 

5. 设 向 量 组 w = (3,1,1,1),a = (1, -1, -3,5),a, = (a,3, 
2, -1),a = (a, -2, ~ 6,10) ,a 为 何 值 时 ,该 向 量 组 线性 相关 ;并 在 
此 时 求 出 它 的 秩 和 一 个 极 大 无 关 组 . x 
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6. 设 A 是 nn 阶 矩阵 ,求证 :R(4) + R(T +A) 2 n. 
7. 求证 =” 阶 和 矩阵 4 是 寡 等 矩阵 ( 即 4”= A) 的 充 要 条 件 是 
R(A) +R(I-A) =n. 
8. 求证 : n 阶 矩 阵 4 是 对 合 矩 阵 ( 即 4 = P 的 充 要 条 件 是 
R(I+A) +R(I-A) = n. 

9. 设 4 和 B E3b5k F F Ë) n 阶 矩 阵 ,看 线性 方程 组 hx = 0 和 Bx 
= 0 同 解 , 且 每 个 方程 组 的 基础 解 系 含 m 个 线性 无 关 的 向 量 ,求证 : 
R(A -B) < n-m. 

10. 设 m xn 和 矩阵 4 的 秩 为 r, 从 4 中 任 取 s 行 , 作 一 个 ;xn 和 矩阵 B， 
证 明 R(B) 宇 rts-m. - x 

11. 设 4 是 秩 为 > 的 =” 阶 和 矩阵 ,求证 :4 EE 5EEEBU ESE 2 FEE fffE 
n xr 列 满 秩 阵 S 和 r x n 行 满 秩 阵 7 了, 使 4 = ST,TS = L. 

x n,2á R(A) = n B$; 
12. 设 4 是 nm 阶 窍 阵 , 证 明 :RC4 ) = | RA) =n-l1 时 ; 
0, 当 R(4) <n-1 BJ. 

13. 判定 下 列 向 量 B6 能 否 用 向 量 组 a=, ,az ,as 线性 表示 ,才能 , 写 出 
线性 表示 式 . 

(1)B = (5,4, -2,4);a, = (1,0, ~1,3),a, = (2,1,0,1),a, = 
(0, —2,1,1) ; 

(2)B =(1,1,1,1);a, = (-1,2, -1,1) ,az = (4,0,1, -1) ,as 
= (3,2,0,0). 

14. 设 4 是 秩 为 r 的 m x 和 矩阵 ,求证 : 必 存 在 秩 为 n - rB) n x (n 
-7) 矩阵 B8, 使 4B = 0. 

15. 已 知 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 4x = 有 的 系数 矩阵 上 的 秩 为 3, 又 

] 
T) , 7] , T]5 是 它 的 三 个 解 回 量 ,其 中 7 +y = 272 T Th = 
2 


] 

0 
, 试 求 

i | 

3 


Ax = B 的 通 解 . 
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ÀX, + x, + x, + x, = ] 
x, + Àx, + x, + x, = À 


的 解 . 


2 


16. 讨论 线性 方程 组 


Xi +x, + Àx, + x, = À 
x, +X, + x, + Àx, = À° 
17. 设 在 实 平面 上 有 三 条 不 同 的 直线 : 
Ll:ax + by +c = 0, 
L :bx +cy +a = 0, 
:cx +ay +b = 0, 
求证 :它们 交 于 一 点 的 充 要 条 件 是 ae+b+c=0. 
18. 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 解 空间 由 下 列 四 个 向 量 所 生 
a =(-1,-1,1,2,0),a, = (1, -1,1,12,8), 
a =(-1,0,0, -5, -4),a, = (1,2, -2, -9, -4). 
19. 已 知 线性 方程 组 
x, + a,x, 二 ax = al 
x, + a,x,) + a2x, = a 
x, + a,x, + a3x, = a3 
x, + aG,x, + CH4X = aq 
(1 ) 如果 a) ,a, ,as ,a4 互 不 相等 ,证 明 方 程 组 无 解 ; 
(2) 如 果 o = a, = k,a, = a, =—k(k = 0) , 则 方程 组 有 解 ,并 求 
其 通 解 . 
20. 设 齐 次 线性 方程 组 
ax, + bx, 十 … + bx, = Ü 
bx, + ax, + + bx, = Ü 
bx, + bx, 二 … + ax, = Ü 
试 讨 论 ,2 为 何 值 时 ,方程 组 只 有 零 解 .有 无 穷 多 解 ? 在 有 无 穷 多 解 
时 , 求 通 解 | 
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21. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 (1 ) ， 全 1 和。 =O ZE M 


| 2 -1 
齐 次 线性 方程 组 (2) 的 基础 解 系 为 了 = ,1 = 当 a 为 
l a 十 名 


何 值 时 ,方程 组 (1) 与 (2) 有 非 零 公共 解 ? 在 有 非 零 公共 解 时 , 求 出 全 
部 非 零 公 共 解 . | 

22. ia, ,@,，… ,为 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 基础 解 系 ,B， = ka, 
+ ka ,B, = ka, + hoa, B, = ka, + ko ,其 中 上,k, 为 实 常数 . 试 
[a] k) ,k, 满足 什么 关系 时 PDB B, 也 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 
基础 解 系 . x 

23. 设 4 是 mm x n BEF, 是 m x1 和 矩阵 ,x 是 n x 1 58 E. 证 明 线 性 
方程 组 4x = B 有 惟一 解 的 充 要 条 件 是 4 为 列 满 秩 阵 , 且 B 为 4 的 列 向 
量 的 线性 组 合 . 

24. 设 4 是 m x n PEBE x Es n x 1 矩阵 证明 线 性 方程 组 hz = p 38 
任意 m 维 列 向 量 B 都 有 解 的 充 要 条 件 是 4 为 行 满 秩 阵 

25. 若 4 是 一 个 秩 为 r 的 行 满 秩 阵 ,4 的 r 个 行 回 量 恰 是 某 一 齐 次 
线性 方程 组 的 基础 解 系 ,而 如 为 任意 的 r> 阶 可 逆 和 矩阵 , 试 证 矩阵 B4 的 r 
“个 行 同 量 也 是 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 

26. À 为 何 值 时 ,多 项 式 f(x) = 入 -AMx+4 与 g(x) =2x + (1 — 
A)x +2 有 公共 根 ? 

27. À 为 何 值 时 ,多 项 式 Fx) = x -4x + 入 有 重 根 ? 

28. 解 方 程 组 人 一 xy te + l3x ~2y-3=0 | 

y ~ l4xy +9x + 28x — 4y — 5 = 0 

3.4.2 练习 题 答 案 

1. (1) 设 R(A) = r, 不 妨 设 和 矩阵 4 = (y, ,7Y,，,… y.) 的 最 高 阶 非 
零 子 式 位 于 前 上行 前 > 列 , 往 证 p, ,B2 B, 是 有 B... B, 的 一 个 极 
大 无 关 组 

(2) 用 定义 法 证 明 , 证 明 B,,B:,，… 有 ,线性 相关 转化 为 齐 次 线性 方 
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程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 的 秩 小 于 未 知 量 的 个 数 & ;或 直 
接 利 用 (1) 的 结果 来 证 明 (2). 

2. 必要 性 . 取 B = ka, + k,a, +…+Ka ,显然 B 可 由 向 量 组 w ， 
Q，…,Q, 线性 表示 , 夺 B = alal +aa +… +aa ,两 式 相 减 ,得 (kk，- 
a, )@e, + (k, —a,)w, + + (k. — a )ae, = 0, 由 于 @i,@;,…,Q@, 线 性 无 
X,8 k —a =0, 即 =a,,i = 1,2,…,r, 故 B 表示 法 惟一 . 

充分 性 . 设 B = ka + a, + … + 上 Qa, 且 表 法 惟一 . 

( 反 证 法 ) 假 设 aa ,…，,a, 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 数 al, 
a,,. a 使 aa +a +…+aa =0. asuy Qi 

B = (h tao + (k, + a,)a, + + + (k. +a,j)a,. 
由 ai ,a,,… ,a, 不 全 为 零 知 请 有 两 种 不 同 的 表示 法 ， 这 与 题 设 才 牛 ， 故 
aa 4 线性 无 天 . 

3. 必要 性 显然 . 充分 性 : 设 al a... ,a, 可 由 n. .B..--- B. 线性 表 
示 , 且 它们 的 秩 为 7, 则 a ,az ,…,a, 的 极 大 无 关 组 a, ,… ,a 可 由 B. 
”BB;，，…,B。 的 极 大 无 关 组 Bi ,有 线性 表示 ,由 蔡 换 定理 知 @，… ,a 
与 DB Bi 等 价 , 故 a ,a 与 Bi,B,，…,B。 等 价 . x 

4. 设 Ria ai = 三 将 mas 的 极 大 无 关 组 扩充 为 m ， 

"z, 的 极 大 无 天 组 , 需 添 加 7 - :上 个 同 量 ,但 a ,a 中 除去 ai ，…， 
a, 还 有 m -ss 个 回 量 . 故 r — t < m ~s. 或 用 一 个 向 量 组 中 去 掉 一 个 向 ， 
量 后 秩 最 多 少 1 或 用 替换 定理 . 

5. a = 2 时 该 向 量 组 线性 相关 ; 此 时 向 量 组 的 秩 为 3， Bara, 
as (或 al,as ,a4 ) 为 一 个 极 大 无 关 组 . 

6. 考虑 下 列 和 矩阵 的 初等 变换 

A 0 A O A Ay /A+A 0 /A+A 0 
ñ r A) la r. A) A 站 加 | A 中 | 0 路 
或 用 和 矩阵 秩 的 基本 关系 式 来 证 明 . 
7. 考虑 下 列 和 矩阵 的 初等 变换 
A O A A A A\ /4-4A A\ /4-4 0 
W I (0 I JÚ 7 一 | 0 站 | 0 路 
或 用 和 矩阵 秩 的 基本 关系 式 来 证 明 必要 性 . 
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8. 考虑 下 列 和 矩阵 的 初等 变换 
I +A 0 _ (1 +A I+A_/I+A I+AÀA 
|o r-l 7) la o] 


SA 42 | 

0 27 0 27 
或 用 和 矩阵 秩 的 基本 关系 式 来 证 明 必 要 性 . 

9. 方程 组 Ax = 0 的 每 个 解 都 是 方程 组 (4 — B)x = 0 的 解 ,因此 m 
_ R(A) < n - R(A - B) 即 R4 — B) < R(A),X.m = n - R(A), 
从 而 R(A -—B) < n - m. 


10. 用 初等 变换 法 和 分 块 抢 阵 法 . 、 


11. 化 标准 形 法 , 4 = P|" 9, 代 和 下 = 4 消去 两 侧 的 可 道 矩 


0 
so 人 Wages ea Mr: 


Go 人 "Jo 即 可 . 
0 0 
或 4 是 军 等 矩 阵 的 充 要 条 件 是 存在 可 逆 和 矩阵 P ,使 


ere 9 (en 


0 
故 A = P 人 (jd ,0)P- 
令 S = P|), = (L.,0)P”' 


即 可 . 

12. 利用 44” =l Al I. 34 R(A) = nn 时 ,A 可 逆 ,A4” 也 可 道 , 改 
R(A*) =n: 当 R(4) =n-1 时 ,由 44* =0 得 R(A*) +R(A) <n, - 
TE R(A*) 二 1 又 4 Z 0,MJ R(A*) =1; 当 R(4) <n-1 时 ,A* 
= 0, 因 此 R(A4*) =0. 
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13. (1) 8 可 由 a, ,a ,as 表示 , 且 B = al +2a — a, ; 

(2) B 不 能 由 ai ,mw ,as 线性 表示 . 

14. 考虑 线性 方程 组 Ax = 0, 它 的 基础 解 系 含有 mm - r 个 解 向 量 ， 不 
WB B... B... B = (Bi1,pB, ,~ B...) 即 为 所 求 . 


十 


1 
2 
15. 通 解 为 x = > 
0 


k g (k 任意 ) 


1 
16. 当 A =-3 时 ,方程 组 无 解 ; 当 A = 1 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 ; 当 
人 天 1,-3 时 ,方程 组 有 惟一 解 . 


ax + by +c = Ü 


17. 三 条 不 同 直线 交 于 一 点 < Atar + cy + a = 08 #E 


cx + ay + b = 0 


| a b a b -—c a b 
— oR b < -a C |- -2 


c a 一 c a 


a b -ce 
b c -a 
c a 一 


= 0 


c a 


a b 
|! tht OC tte -eh he) 
= (a +b +c)[(a -6b +(e) + (c -a)] = Oe +b +c = 0. 
18. 向 量 组 w ,as ,as ,aw, 的 一 个 极 大 无 关 组 是 w ,a k B = 人 


ct 


齐 次 线性 方程 组 Bx = 0 的 基础 解 系 是 £， = (0,1,1,0,0)”,£, = ( -5, 
7,0,1,0)”,£, = (-4,4,0,0,1). A = (各 ) , 则 5 元 的 齐 次 线 
性 方程 组 Ax = 0 为 所 求 . ú 
19. (1) 2 R(A) = 3,R(A) = 4 ,所 以 方程 组 无 解 . 
x) 0 _ J | 
= eh | 0 Jee 
0 ] 


(2) 通 解 为 


X 


xa 
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20. (1) 当 a 关 5 且 az 关 (mn -1)b 时 ,方程 组 只 有 和 均 解 ; 
(2) 当 a = 少时 ,有 无 穷 多 解 , 通 解 为 


I _ 1 _ 1 -1 
0 0 
2 ]=k| 0 +k, 1 Fr: +k | 0 | (5 任意 ) ; 
Xs 0 0 x l 


| x) ] 
(3) 当 a = (n -1)5 时 ,有 无 穷 多 解 , 通 解 为 | ”|= 中 ` 468). 


x, ] 
21. 当 a = -1 时 ,方程 组 (1) 与 (2) 有 非 零 公共 解 , 且 非 零 公共 解 
Xa 


人 
_1 
可 | 任意 ) 
| 
22. E +(-1 E 20. 


23. 线性 方程 组 Ax =B #fiME—f#t=R(A) = R(A,B) =ne4 为 列 
满 秩 阵 , 日 B 为 4 的 列 向 量 的 线性 组 合 . 

24. 充分 性 显然 ,下 面 证 必要 性 . 因为 线性 方程 组 Ax = B 对 任意 以 
维 列 向 量 8 都 有 解 ,特别 地 , 取 B = si = 1,2,…,m, 因 此 ge ,e,,…,E, 
可 由 4 的 列 向 量 组 a, ,a, ,…,a, 线性 表示 ,而 普 维 列 问 量 组 a ,az ，…， 
Ga 显然 可 由 sl ,ss ，…… ,En 线性 表示 ,从 而 an ,0 G, 与 BE En 
等 价 , 即 R(A4) = m, 故 A 为 行 满 秩 阵 . 

25. 设 4 的 r 个 行 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 Cx = 0 的 基础 解 系 ,因为 
BA 的 r 个 行 向 量 是 4 的 r 个 行 向 量 的 线性 组 合 , 所 以 BA 的 r 个 行 辐 量 
也 是 齐 次 组 Cx = 0 的 解 ;又 因为 B 是 r 阶 可 首 和 矩阵, 故 R(BA) = R(A4) 
= r, FE BA 的 r 个 行 向 量 是 线性 无 关 的 ,因而 也 是 齐 次 组 Cx =0 的 基 
础 解 系 . 


2 
_ 1] 


= hh ， 
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26. 两 个 多 项 式 是 否 有 公共 根 可 以 通过 它们 是 否 有 非 零 次 的 最 大 
公 因 式 或 它们 的 结 式 是 否 为 零 来 判定 . 由 于 R(f,g) = 2(À +3)(À - 
5)(A -6), 故 人 =-3 或 A = 5 或 A = 6 时 ,多 项 式 f(x) 与 g(x) 有 公 
共 根 . 

27. 多 项 式 f(x) = x -4x + 入 有 重 根 心 (x) 与 1'(x) 有 非 零 次 的 
最 大 公 因 式 ,或 R(f, f ') = 256( 和 A -27) = 0, 故 A=3 或 A = 


二 3 二 343i 时 ,Kx) 有 重 根 


28. R,(f,g) = -24x(x -1)(x =2)(x +2) , 原 方程 组 共有 四 个 解 
(0, -1),(1,2),(2,3) 与 ( -2,1). 
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算 阵 这 一 概念 是 从 线性 方程 组 和 其 它 许多 事物 中 抽象 出 来 的 . E 
阵 理论 是 高 等 代数 的 主要 内 容 之 一 ,贯穿 于 线性 代数 的 各 个 部 分 ,处 于 
中 心 的 地 位 . 矩阵 是 数学 及 许多 科学 领域 的 有 力 工 具 , 它 有 着 广泛 的 应 
用 . 矩阵 的 运算 是 矩阵 理论 研究 的 基础 ,本 章 主 要 讨论 矩阵 的 运算 及 有 
关 的 问题 ,内 容 比较 具体 ,但 公式 和 方法 较 多 ,必须 熟练 掌握 . 


4.1 内 容 提要 


4.1.1 和 矩阵 的 运算 
1. 矩阵 的 线性 运算 
(1 ) 相等 矩阵 
如 果 4 与 妃 都 是 xn 和 矩阵 , 即 有 相同 的 行 数 和 列 数 , 则 称 为 同型 
矩阵 ;如果 4 与 B 是 同型 矩阵 ,并 且 对 应 位 置 上 的 元 素 都 相等 , 则 和 与 
B 叫做 相等 矩阵 , 记 为 4 = B. 
《2) 和 抢 阵 加 法 
WA = (a), ËB = (b;),. , 是 数 域 上 的 两 个 矩阵 ,其 和 定义 为 
A +B = (a, + b;)nxn. 
£ ”两 个 矩阵 只 有 是 辐 型 矩阵 时 才能 相 加 . 
(3 ) 数 乘 和 矩阵 
k e F,A = (ar)wx 是 数 域 上 的 矩阵 ,与 4 的 乘积 定义 为 
kA = Ak = (ka) xn ° 
注 1 H#40EREBD SE SSE Adi Z2-Nf-FF, n 3 Rep 
阵 符号 外 边 . 这 一 点 是 与 行列 式 不 同 的 . 
注 2 设 4, 中 是 两 个 同型 矩阵 ,其 差 定 义 为 
A-B =A-+(-B). 
矩阵 的 加 法 与 数 乘 叫做 矩阵 的 线性 运算 . 
(4) 和 矩阵 的 线性 运算 满足 的 运算 律 (假定 以 下 矩阵 都 是 普 x n 和 矩阵) 
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中 交换 律 4 +B = B +A; 

结合 律 (4 +B) +C = A +(B +C); 

DA+0=0+4 = A;A +(-A) = 0 ; 

@ 分 配 律 (k + 1)A = kA +lA;k(A + B) = kA + kB 

(9) 数 乘 结 合 律 (KL)4 = k(IA) ; 

(Ol.A=4. 

2. 矩阵 的 乘法 

(1) 设 4 = (a;), a B = (b;) ,ws 是 数 域 上 的 两 个 矩阵 ,定义 4 与 
B 的 乘积 4B 是 一 个 m x n 矩阵 , 它 的 (i,j) 元 


$ 
c; = anby 十 asb, + --- + a,,b = S asb, . 
f=1 


注 “两 个 矩阵 只 有 当 第 一 个 矩阵 的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 时 
才能 相 乘 


(2) 方 阵 的 略 x 
”了 D 设 4 E— + n Br 2 EE ,m 是 正 整数 , 则 
| A" = AAA 
#RJJ À 的 m 次 天. 
他方 阵 的 守 的 运算 律 
AYA! = At (At)! = A*, (AA): = AL 
(3) 和 矩阵 的 乘法 满足 的 运算 律 


中 结合 律 (4B)C = A(BCO) ; 
分 配 律 A(B+C) = AB + AC,(A +B)C = AC + BG ; 
(8) 数 与 乘法 的 结合 律 (kA)B = A(kB) = k(AB) ; 
由 0.4 = 0... A,...0,.., = Onxp . 
注 1 和 给 阵 的 乘法 不 满足 交换 律 , 即 AB = BA .因此 一 般 有 : 
(A + B)? = À? +2AB + B° ; 
(A +B)(A - B) # À? - B° ; 
(AB)' = A°B' ; 
(A +B)' Z At L CIA B +. +C''AB" + B' . 
IB34 AB = BA 时 ,上 述 关 系 式 均 变 为 等 式 . 
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注 2 由 4 =0 不 能 推出 4 = 0 或 B = 0; 只 有 当 4 ,中 有 一 个 可 
逆 时 , 另 一 个 才 是 零 抢 阵 . 于 是 

由 4” = 4 不 能 推出 4 = 0 或 4 = E ; 

由 4”= E 不 能 推出 4 = +E; 

H À° = 0 不 能 推出 4 = 0; 但 当 4 为 实 对 称 阵 时 , 必 有 4 = 0. 

注 3 和 矩阵 的 乘法 不 满足 消去 律 , 即 由 4 呈 = 4C( 或 B4 = CA) B 
4 天 0 不 能 推出 如 = C; 但 当 4 Kuspikikiwa 

3. 矩阵 多 项 式 

(1) 设 f(x) = a, +ax+ax +… +a,x” 是 数 域 上 的 多 项 式 ， 
4 是 数 域 上 的 n 阶 方 阵 , 则 f(4) = a,E +a,À + a,A° +… + a, A" #K 
为 矩阵 4 的 多 项 式 . | 

(2) 和 矩阵 多 项 式 的 运算 律 

# f(x),g(x) e F[x],A,B e M,(F) , 则 

(Dh(x) = f(x) +g(z=)=h(A) = /(A) +g(A) ; 

p(x) = f(x)g(z)=p(A) = /( A)e(A) ; 

@f(A)g(A) = g(A)/(A) ; 

(AB = BA=B/f(A) = f(A)B ; 

@AB = BA=/f(A)g(B) = g(B)/(A) . 

4. 3 B AE EE 

(1) 将 矩阵 4 = (a) ws 的 行列 互 换 , 所 得 到 的 矩阵 叫做 4 的 转 置 
矩阵 , 记 为 4 或 4 T. BBA = (a;),<a - 

(2) 转 置 矩 阵 的 运算 律 

(D(4')'=4; 

@(A+B)' =A' +B' ; 

@ (kA)' = kA' ; 

(@ (4B)' = B'A' ; 

@ R(A') = R(A) . 

5. 方 阵 的 行列 式 

(1) 设 A = (a;) 是 一 个 n 阶 方 阵 ， 则 矩阵 4 的 元 素 按 原 来 的 位 置 
所 构成 的 n 阶 行列 式 1 cyl 叫做 方 阵 4 的 行列 式 , 记 为 | 41. 
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(2) 方 阵 的 行列 式 的 运算 律 ( 设 4 与 B 都 是 n 阶 方 阵 ) 
II4:I=141:; 
四 114I= 刀 141"; 
@I ABI =I Al! BI! ; 
Q)! AI =l Al. 
但 1 A +BIlzi 41+l BI ,这 是 矩阵 加 法 与 行列 式 性 质 的 区 别 . 
6. 方 阵 的 迹 | 
n 阶 和 矩阵 4 = (a,) 的 主 对 角 元 之 和 称 为 4 的 迹 , 记 为 ir(4) , 即 
(A) =a, ta, +` +a,.- 
方 阵 迹 的 运算 律 : 
(1) tr(A +B) = tr(A) +tr(B) ; 
(2) tr(kA) = ktr(A) ; 
(3) tr(4') = r(À) ; 
(4) (AB) = tr(BA). 
4.1.2 几 类 特殊 的 矩阵 


1. 基本 和 矩阵 | 
I E; Ë: m x n EE, CD 元 为 1 ,其 余 元 均 为 0, 则 称 
E,(i = 1,2,: m,J =1,2,: n) 
是 一 组 基本 和 矩阵 . 
基本 和 矩阵 的 性 质 : 


(1) 对 于 任意 矩阵 4 = (ay)wn, 有 4 = > PoE 


(2) 在 矩阵 4 的 左边 乘 以 E， ,就 相当 于 把 4 的 第 行 搬 到 第 i 行 的 
tm. 而 乘积 矩阵 的 其 余 行 全 为 零 行 ; 

在 矩阵 4 的 右边 乘 以 E;, 就 相当 于 把 4 的 第 i 列 搬 到 第 j 列 的 位 
置 ,而 乘积 矩阵 的 其 余 列 全 为 零 列 . 


E, ,当天 = J; 
(3) E,E, = | : 


0, >4 k = j. 
2. 单位 矩阵 
主 对 角 线 上 元 素 都 是 1 ,其 余 元 素 都 是 0 B$) n 阶 和 矩阵 
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1 O Ü 
0 1 0 
0 0 … 1 


叫做 n 阶 单位 和 矩阵 , 记 为 E 或 4, 在 不 致 于 引起 混淆 时 简 记 为 E 或 1 . 
显然 有 x 
E A 一 A E = A 


m mxn mxn n mxn ` 


3. 数量 矩阵 
矩阵 
0 
p10 Ë 0 
0 0 k 
称 为 数量 矩阵 或 纯 量 和 矩阵 ， 
数量 和 矩阵 的 运算 性 质 : 


(1) (EE, )4 = A, (kE,) = kA,,, ; 
(2) kE = IE = (k +I E;(kE)(IE) = (kD E ; 
(3) kE 可 逆 ok = 0,834 kE WEB .(kE) = k'E; 
(4) 一 个 n Bris 3k BEL iB EE BU 3E3E 38 EE: 2 15 E 4aj n 阶 和 矩阵 相 
乘 都 可 交换 . 

4. XH yE EE 
主 对 角 线 以 外 的 元 素 都 是 0 J) n 阶 矩阵 

A 0 + 0 

0 A, ' 0 

A = 


| 0 O) ... À, 
HWX 8 E Ev. 位 记 为 A 一 diag( Al,A2，…，,An) 
对 角 和 矩阵 的 运算 性 质 : 
(1) diag (a, (15 |... ;05 ) + diag( b, ,b> b.) 
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=diag (a, +b, ,a, +b,,…,a, +b); 

(2) diag (a, ,a,,'' a.) ` diag(b i ,b,,-: b.) = diag(a,b, ,a,b,, 
np ; 

(3) k ` diag(a ,aa ) = diag(ka Fa ka ) ; 

(4)diag (a, ,aa ) 可 道 cal,a a. 0, B 4 diag(a,,a,, 
… ,a,) 可 北 时 ,有 diag(a,,a,, a.) = diag(al az u al ); 

(5) 在 矩阵 4 的 左边 乘 以 对 角 和 矩阵 和 A, 就 相当 于 把 4 的 各 行 分 别 乘 
以 A 的 相应 的 主 对 角 元 ; 

在 矩阵 4 的 右边 乘 以 对 角 和 矩阵 4, 就 相当 于 把 4 的 各 列 分 别 乘 以 
4 的 相应 的 主 对 角 元 . 


5. 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 
主 对 角 线 以 下 的 元 系 都 是 0 的 n 阶 和 矩阵 
À = 022 G, 
叫做 上 三 角 和 矩阵 . 
主 对 角 线 以 上 的 元 素 都 是 0 BJ n 阶 和 矩阵 
G| 
B - G, 2 
叫做 下 三 角 和 矩阵 . x | 
方 阵 4 = (a,) 为 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 的 充 要 条 件 是 当 > j(i < j) 
时 ,a, = 0. 


零 方 阵 .单位 和 矩阵、 数量 矩阵 .对 角 和 矩阵 既是 上 三 角 和 矩阵 又 是 下 三 
fB SE E. 
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(n * bi * 
a b 
(1) 22 + 22 
| a in b... 
_ G, + b, I 
_ 4 
a £ b, 
a ka, 
(2) k 22 一 2 ; 
nn ka, 
Qil * b), * 
a b 
(3) 22 22 
a bi 
aunby * 
ab, 
CD 


(4) 上 (下 ) 三 角 矩 阵 可 道 仿 它 的 主 对 角 元 全 不 为 零 , 且 上 (下 ) 三 
角 矩 阵 的 逆 矩 阵 仍 为 上 (下 ) 三 角 和 矩阵: 


-1 -1 
CQ11 * G * 


其 中 ,同一 矩阵 或 不 同 矩 阵 里 的 * Pr328 BU 6 3 A PA AB nil. 
6. 对 称 和 矩阵 、 反 对 称 和 矩阵 
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#A' =4, 则 称 4 为 对 称 和 矩阵 ; 若 4' = -4, 则 称 4 为 反对 称 矩 阵 . 

(1) 对 称 和 矩阵 的 性 质 

由 知 4, 忆 都 是 对 称 和 矩阵, 则 4 + 下 也 是 对 称 和 矩阵 ; 

Q) A 是 对 称 和 矩阵 , 则 kA 与 4 ”也 是 对 称 和 矩阵 ; 

(3) 吞 4,B 都 是 对 称 和 矩阵 , 则 AB 是 对 称 和 矩阵 全 4 至 = BA ; 

车 A 是 对 称 和 矩阵 , 则 4 也 是 对 称 和 矩阵 ; 

@ A Rn] i BXH ARE, IJ A 也 是 对 称 和 矩阵 ; 

@ 对 任意 的 n 阶 和 矩阵 4, 有 A + A' 与 44' 都 是 对 称 和 矩阵 ; 

(GO 实 对 称 和 矩阵 的 特征 根 是 实数 . | 

(2) 反 对 称 矩 阵 的 性 质 

QOD 若 4,B 都 是 反对 称 和 矩阵 , 则 4 + B 也 是 反对 称 和 矩阵 ; 

G@ 若 4 是 反对 称 和 矩阵 , 则 kh 也 是 反对 称 和 矩阵 ; 

@ 若 4,B 都 是 反对 称 和 矩阵 , 则 4B 是 反对 称 和 矩阵 —SAB = - BA ; 

@ 若 4 是 反对 称 和 矩阵 , 当 大 为 偶数 时 ,4 是 对 称 和 矩阵 ; 当 为 奇数 
时 ,4 是 反对 称 和 矩阵 ; 

电 若 4 是 奇数 阶 的 反对 称 和 矩阵 , 则 4 一 定 不 可 闭 ; 若 4 是 可 道 的 反 
对 称 和 矩阵 , 则 4-” 也 是 反对 称 和 矩阵 ; | 

@ 若 4 是 n 阶 反对 称 和 矩阵 , 则 当 n 为 偶数 时 ,A4* 也 是 反对 称 矩 阵 ; 
当 nn 为 奇数 时 ,4” 是 对 称 和 矩阵 ; x 

(D 对 任意 的 n 阶 和 矩阵 4, 有 A4 -4' 是 反对 称 和 矩阵 ; 

最 实 反对 称 和 矩阵 的 特征 根 是 零 或 纯 虚 数 . 

7. IE223E E: Ej IEzE E £ | 

若 n TSF BEEF A SSE AA" = A'A = I,WIJ#K A 为 正 交 和 矩阵. 显然 正 
A BEEA 可逆 ,日 4”= 4'. 单 位 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 

n 阶 实 和 矩阵 4 是 正 交 和 拖 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 行 ( 列 ) 向 量 组 为 标准 
正 交 组 . | 

JE22 E EB PE JER ; x 

(1) n 阶 实 矩 阵 4 E IE2855[ËE 2A' = A” ; 

(2) n 阶 和 矩阵 4 是 正 交 矩阵 4' 与 4” 是 正 交 和 矩阵; 

(3) 若 4 是 正 交 和 抢 阵 , 则 141=+1l; 
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(4) 若 4, 刀 都 是 正 交 和 矩阵 , 则 AB 也 是 正 交 和 矩阵 (但 4 + B ub 
正 交 矩阵) ; 
(5) 若 4 是 正 交 和 矩阵 , 则 4 也 是 正 交 和 矩阵 ; 


(6) 若 》 是 正 交 和 矩阵 4 的 一 个 特征 根 , 则 À 的 模 等 于 1, 且 并 也 是 


A 的 一 个 特征 根 . 

若 n 阶 实 对 称 矩 阵 4 合同 于 n 阶 单位 矩阵 E, 即 存在 一 个 n 阶 可 逆 
和 矩阵 了 ,使 P'AP = 五 , 则 称 4 为 正定 和 矩阵 . 

设 和 为 n 阶 正定 矩阵 , 则 等 价 于 下 列 各 命 磺 : 

(1) 存 在 阶 正 交 矩阵 @ ,使 

Q'AQ = diag( A ,A,,.…,A,) ， 

其 中 心 >0( = 1,2,…,n) 是 4 的 全 部 特征 根 , 即 4 的 特征 根 丝 为 正 
数 . 

(2) 4 的 所 有 顺序 主子 式 全 都 大 于 零 . 

(3)4 的 所 有 主子 式 全 者 大 于 零 。 

(4) 对 任意 维 非 零 实 列 向 量 祭 ,都 有 XAX > 0. 

8. 9E3F3E kE: EP RE E X AIRE E£: 

É n BEEEREA,3FA =4, 则 称 4 为 寡 等 矩阵 ; 若 4 = 0 ' 则 称 4 为 
医 零 矩阵 ; 若 4 = 五 , 则 称 4 为 对 和 和 矩阵 . 

窜 等 矩 阵 、 对 和 和 矩阵 、 窜 零 矩 阵 的 特征 根 分 别 为 0 或 1, +1,0; 蜂 
等 矩阵 、 对 和 和 矩阵 可 对 角 化 ,但 帘 零 矩阵 可 对 角 化 当 且 仅 当 它 是 和 零 算 

阵 . 
x 请 读者 自己 研究 它们 的 其 它 性 质 . 
9. 伴随 矩阵 

设 n 阶 和 矩阵 4 = (a;) ,hs 是 元 素 a; 在 矩阵 4 = (a;) 中 的 代数 余 
子 式 , 则 n 阶 挎 阵 4”= (4;) 叫做 矩阵 4 的 伴随 托 阵 

注 伴随 矩阵 中 的 元 素 4; 是 按 转 置 的 顺序 排列 的 . 

注 2 对 于 2 阶 方 阵 4 = [% “"], 可 求 得 4 | C); 

21 G> G, d 

即 2 阶 方 阵 的 伴随 矩阵 具有 “ 主 对 角 元 换 位 , 副 对 角 元 变 号 ”的 规律 
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伴随 矩阵 的 性 质 : 

(1)14*1=1412 

(2) (kA)* = k''A“*; 

(3) (AB) ° = B°A°" ; 

(4) (4 ) = (4)°;(4") = (A) ; 

(5) (A*)`*° =l A I"2A. 

10. 初等 矩阵 

单位 矩阵 经 过 一 次 初等 变换 而 得 到 的 矩阵 叫做 初等 矩阵 交换 i,j 
两 行 ( 列 ) 的 初等 矩阵 叫做 换 法 矩阵 , 记 为 P, ;将 第 i 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 
常数 上 的 初等 矩阵 叫做 伴 法 矩阵 , 记 为 九 ;(E) ; ;将 第 j 行 (第 i 列 ) ñ) k f 
加 到 第 i 行 (第 j 列 ) 的 初等 矩阵 叫做 消 法 矩阵 , 记 为 7 (k) . 

初等 矩阵 的 性 质 ; 

(1)1 P|l=-1,1D.(k)1l =k= 0,11 T,(k)] = 1 ; 

(2)1#J3& B PEBE: n] i 5 , 3: B 2118 m yE BE: 5 E |F] 28 yg] SF 3. 
阵 , 即 


P; = P;,D,(k) ` = D,(— —) T.G)” = T,( - k) ; 


(3) 和 等 拓 阵 的 转生 矩阵 仍 是 同类 的 初等 隐 , 即 
P”, 一 P;,D,(k)' = D,(k) T,(k)' = T, (k) ; 
(4) 对 m x n EB A 作 一 次 初等 行 变换 就 相当 于 在 4 BJ 3 L 
相应 的 m 阶 的 初等 矩阵 ;对 4 作 一 次 初等 列 变换 就 相当 于 在 4 的 右边 
乘 上 相应 的 n 阶 的 初等 矩阵 , 即 


ri *+r; ri x k r; + Ër, 
A— P.'A,A— D.(k)A,A—— T,(k)A; 


A— AP, ,4 “AD (ky A 2 AT (EK) . 
4.1.3 “” 逆 和 矩阵 
令 4 是 数 域 上 的 一 个 n 阶 矩阵 , 若 存 在 f 上 nn 阶 矩 阵 召 ,使 得 
AB = BA = E, 
BÉ Z A l| 8k — 4" n ET BP sERE( sk dEPF SP 2EEF) , T B üu A BJ 3935 E*x. 
若 和 矩阵 A 可 道 , 则 4 的 逆 矩 阵 惟一 , 记 为 4 . 
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1. 可 逆 和 矩阵 的 性 质 

(1)14 "1=141-.， 

(2) 车 4 是 m x n 5EËE ,P E: m Bi nuy yE E: ,Q E: n B; BI kB E£, Wl 

R(A) = R(PA) = R(AQ) = R(PAQ) ; 

(3) 若 4 ER 5 EE , | A 的 逆 抢 阵 4” Aaj B(A7)7 =A ; 

(4) 若 4 EET|3MOERE, E k < 0,B| kA tB] B(kA)' = k'A ，; 

(5) A IB #EE n Era] ikE[BE IIJ AB tinju B (AB) 7 = B'A ; 

(6) 若 4 Jen iB BE k 是 任意 正 整 数 , 则 A" 也 可 道 ,是 (4")” = 
(A); 

(7) 若 4 Eu ña E , H| 4" 也 可 逆 , 且 (4 ”= (4 ) 

(8) 若 4 是 可 道 矩 阵 , 则 4 也 可 逆 , 且 (4 )” = (4 )”= 


] 
AT 


2. 可 逆 和 矩阵 的 判定 

(1) n 阶 和 矩阵 4 可逆 心 141 关 0; 

(2) n 阶 矩 阵 4 可 道 属 R(4) = n, 即 存在 n 阶 可 逆 矩阵 P,Q ,使 
PAQ = I; 

(3) n BiPBEE A 可 道 54 的 行 ( 列 ) 向 量 线性 无 关 , 即 4 是 行 ( 列 ) 
满 秩 阵 ; | | 

(4) n BEBE A ñ] =A 可 以 通过 初等 变换 (特别 是 只 通过 初等 
行 ( 列 ) 变换 ) 化 为 n 阶 单位 矩阵 E; 

(5) n 阶 和 矩阵 4 可 道 —A 可 以 写成 一 些 初等 矩阵 的 乘积 ; 

(6) n 阶 矩 阵 4 可 道 —A 的 nn 个 特征 根 全 不 为 零 ; 

(7) n 阶 和 矩阵 和 可 逆 — 对 任意 矩阵 B, 有 R(AB) = R(B) ; 

(8) 对 于 nn 阶 和 矩阵 4 ,车 存在 n 阶 矩 阵 B, 使 得 4B = 五 (或 B4 = 
E), A 可逆 , 且 4 = B ; 

(9) n 阶 矩阵 4 可逆 < A BJPFAFSOBOK f, (A) =! A1 ~- Al 的 第 数 
项 非 零 . 

3. 求 逆 矩阵 的 方法 

(1) 公 式 法 (伴随 矩阵 法 ) 
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一 | 


= ——A 
| A| 
此 法 在 理论 上 很 有 用 ,在 实际 计算 中 常用 于 2 阶 或 3 阶 和 矩阵 
(2) 初 等 变换 法 
利用 初等 行 变换 
(A 五 ) 初等 行 变 换 (E.A) ， 
利用 初等 列 变换 
(4) 初等 列 变换 | E | 
E A" 
利用 初等 行列 变换 
A Ey 初等 行列 变换 (E C 
É `a F 1 ° 
W| CAB = E, 故 A4” = BC. 
注 ”利用 初等 变换 法 还 可 求 4”B 与 CA . 
利用 初等 行 变换 


(A,B) 
利用 初等 列 变换 
A\ 初等 列 变换 / E 

(gd) (oa 


初等 行 变换 


(E,A™B); 


(3) 利 用 解 线性 方程 组 来 求 逆 和 矩阵 

当 4 是 =” 阶 可 逆 和 矩阵 , 则 线性 方程 组 4x = 怀 有 惟一 解 Tak b = 
561,62，… ,Es 时 ,以 线性 方程 组 的 解 向 量 为 列 所 得 到 的 矩阵 就 是 4”. 

(4) 利 用 特征 多 项 式 求 逆 和 矩阵 


若是 可 道 矩 阵 , 则 人 的 特征 多 项 式 户 (A) =l AT- AI = Ya 
的 第 数 项 a。 关 0, 且 由 哈密 顿 - 山菜 (Hamilton - Cayley) 定理 知 八 4) 
= 0, 即 六 oa4， = 0 ,所以 


4- = - (a As" + …+aE), 其 中 a = 1. 
0 
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当 已 知 可 逆 和 矩阵 的 特征 多 项 式 时 ,按照 上 上 面 的 公式 很 容易 找到 
4- , 且 任意 可 道 矩 阵 4 的 逆 和 矩阵 必 是 A 的 一 个 多 项 式 . 

4.1.4 ”等 价 和 矩阵 

大 矩阵 4 可 以 经 过 一 系列 初等 变换 变 成 B, 则 称 4 与 8 等 价 , 记 为 
A ~B 或 4 一 B. 

1. 等 价 矩 阵 的 性 质 

(1 ) 等 价 具有 反映 性 、 对 称 性 与 传递 性 , 即 4 ~ A;rA ~ B, 则 8B 
~4; 若 4 ~B,B~C, 则 A ~ C. 

(2) 秩 为 > 的 到 xz 和 矩阵 4 等 价 于 形 如 

W oJ 
0 0 
的 m xz 和 矩阵 ( 称 为 4 的 等 价 标准 形 ) , 它 是 由 4 惟一 确定 的 . 

2. 等 价 和 矩阵 的 充 要 条 件 

假设 矩阵 4 与 B 都 是 m x n E EE. 

(1) 4 ~ B<A 与 B 的 等 价 标准 形 相同 ; 

(2) A ~ B=A 与 B 的 秩 相 同 ; 

(3) 4 ~ 了 全 存在 初等 矩阵 P... P. 与 Q,,… Q, ,使 得 

HB = P ,- P AQ,,::: , Q, : 
(4) 4 ~ Bo 存在 可 逆 和 矩阵 了 与 Q, 使 得 B = PAQ. 
若 4 ~ B ,可 作 如 下 变换 
(4 r.) 初等 行列 变换 [P P 
E 0 Q 0 
求 得 可 逆 和 矩阵 己 与 @, 使 P4Q@ = B. 

和 矩阵 的 等 价 关系 决定 矩阵 的 一 个 分 类 ,互相 等 价 的 矩阵 属于 同一 
个 类 , 即 组 成 一 个 集合 , 称 为 矩阵 的 等 价 类 . 全 体 n 阶 矩 阵 分 为 m+1 个 
互 不 相同 的 等 价 类 . 

4.1.5 “分 块 矩 阵 

用 横 线 和 竖 线 将 矩阵 分 成 大 干 小 块 后 所 得 到 的 矩阵 叫做 分 块 算 
阵 . 把 一 个 大 和 矩阵 看 成 是 由 一 些小 矩阵 ( 子 块 ) 组 成 的 ,如 同 矩 阵 是 由 
数组 成 的 一 样 ,把 这 些小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 , 从 而 进行 运算 . 
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1. 分 抉 矩 阵 的 运算 律 

只 要 进行 运算 的 矩阵 的 分 块 适当 ,分 块 窍 隆 有 类 似 于 普通 矩阵 的 
运算 规律 | 

(1) 加 法 ”两 个 同型 矩阵 4 = (a;,),. B = (65) xn, 各 按 同一 种 
分 法 分 块 为 4 = (A;),. B = (B,),,., , 则 

A + Ë = (4,+B,),,,.- 

(2) 数 乘 kA = (kA,),,,. 

(3) 乘 法 ”将 两 个 可 药 矩 阵 4 = (a;),. B = (6b;),xs 分 块 为 4 = 
(A;), a B = (B,),., I 

AB = (G;) 


| i 
其 中 C, = A.B; + AsB; + … +A;B; = 2 A,B,,.. 
k=1 


i£ WA nDESEEBEH 8232 T 3EESJBS ZEE EJE — 1 3BEF1TB 
分 法 一 致 时 才能 相 乘 . PS 4 riu EETR3EBJ , 只 需 按 普通 矩阵 来 法 规 
”“ 则 ,把 小 块 当 作 数 一 样 来 对 待 , 然 后 对 每 两 个 小 块 之 积 按 普 通 和 矩阵 乘法 
规则 计算 之 . | 

(4) 转 置 设 4 = (A,),a JBHLA = (A)... 

2. 准 对 角 和 矩阵 

(1) 形 如 

A, 


。 A, 28 n, 阶 方 阵 (; =12,…r) 
A, 
1⁄0 2F Huq Em RE 2366 5EFE( 2y38 94838 BE). 


(2) 对 于 两 个 有 相同 分 块 的 准 对 角 和 矩阵 
4 B, 


A, B. 
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A, +B, 
A +B = A; + B, 
A +B, 
AB, 
AB — | A,B, ; 
A.B. 
A, 
A” = 4; ; 


A“ 
JAI=IA ILA, TA; 
当 4;(i = 1,2,…,r) 均 可 逆 时 ,4 也 可 迎 , 且 


A; 
A = hs 
A 
注 ” 对 于 形 如 
A, 
A = A 
A, 
Ay iEBE,234A.(i = 1,2,…r) 均 可 逆 时 ,4 BJ, H 
A 
A™ = 


A;' 
A; 
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3. 四 分 块 三 角 和 矩阵 
(1) 形 如 
(4 或 (4 。) ,其 中 4,B 均 为 方 隆 的 分 据 短 阵 叫做 四 分 块 三 
fE 
(2) 4 A, B YJaT atini , U1Zy ih = fB 5E BEF B0 25 BE 
(4 51 _ m 4 C2 (2 0) - | A" 0 
0 B 0 B` C B -了 B-C4- Bp] 
注 “对 于 形 如 x 
” 4A)af(€ 4) Kin A,B 32392 EBR SAB RE, 4 A, B 393 
B C B O 
可 逆 时 ,它们 的 逆 矩 阵 分 别 为 
0 4 1-BC4 Bp”) /C Ay 10 B` 
F 0 - | A 0 ):(5# 0 ) x op 
4. 分 块 初等 矩阵 
(1) 分 块 矩 阵 的 初等 行 变 换 


下 面 三 种 变换 称 为 分 块 和 矩阵 的 初等 行 变换 : 

中 把 一 个 分 块 矩 阵 的 两 个 块 行 互 换 位 置 ; 

多 用 一 个 可 逆 和 矩阵 左 乘 (或 右 乘 ) 一 个 分 块 矩 阵 的 某 一 个 块 行 ; 

吧 把 一 个 分 块 矩 阵 的 一 个 块 行 的 己 ( 和 矩阵 ) 倍加 到 另 一 个 块 行 上 . 

类 伏地 ,可 以 定义 分 块 矩 阵 的 初等 列 变换 . 分 块 矩 阵 的 初等 行 变换 
和 分 块 和 矩阵 的 初等 列 变换 又 统称 为 广义 的 初等 变换 

注 “分 块 矩 阵 的 初等 行 ( 列 ) 变换 不 是 扼 阵 的 初等 行 ( 列 ) 变换 . 

(2) 分 块 万 等 矩阵 

山 分 块 单位 矩阵 ( 即 把 单位 矩阵 分 块 得 到 的 分 块 矩 阵 ) 经 过 一 次 分 
块 失 阵 的 初等 变换 得 到 的 和 矩阵 称 为 分 块 初等 矩阵 (或 广义 初等 矩阵 ). 

注 ”分 块 初 等 矩阵 不 是 初等 矩阵 . 

例如 ,将 m + n 阶 单位 矩阵 分 块 为 


E 0 
É FJ: 
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互 换 它 的 两 行 ( 列 ) 得 


某 一 行 ( 列 ) 乘 可 逆 和 抢 阵 疡 得 
P ONA /E, O 
F 5 小 ( ç P): 
把 某 一 行 ( 列 ) 乘 矩阵 己 加 到 另 一 行 ( 列 ) 得 
E, PA /E, 0 
区 小 人 z.) 
这 些 和 矩阵 都 是 分 块 初等 矩阵 . 
@) 分 块 初等 矩阵 均 是 可 道 矩 阵 ,例如 
0 EN” 0 E 
" 0 -人 中 
P 0\” P- Oy /E, 0 /E, 0 
n E. - [o g)'(o P) = P.) 
E Py l JE, -P/E, 0 E O 
(6 s - [o z.) Í z E] -[_; 5 
@ 对 一 个 分 块 矩 阵 4 作 一 次 分 块 矩阵 的 初等 行 ( 列 ) 变换 ,就 相 
当 于 在 4 的 左边 (右边 ) 乘 上 一 个 相应 的 分 块 初等 矩阵 . 
4.1.6 可 对 角 化 的 矩阵 
1. 矩阵 的 特征 根 和 特征 向 量 x 
设 4 为 n 阶 矩阵 , 奇 存 在 数 入 和 一 个 n 维 非 零 列 向 量 关 ,使 得 4X = 
AX , 即 | 
(AI -A)X =0 , 
则 称 A 为 4 的 特征 根 ( 或 特征 值 ) , I dE28 [n] E. X KN A 的 属于 特征 根 
À 的 特征 向 量 . 又 称 f( 和 A) =! AI - Al 为 4 的 特征 多 项 式 . 
2. 相似 矩阵 
设 4,B 都 是 nn 阶 矩阵 , 若 存 在 一 个 n 阶 可 逆 和 矩阵 了 ,使 P” 4P = 
B, 则 称 4 与 B 相 似 . 特别 地 , 若 = 阶 矩阵 4 和 对 角 和 矩阵 diag(A ,A,,…， 
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和 A, ) 相似 , 则 称 4 可 对 角 化 ,日 diag(A ,A,,，…, 和 A,) 为 4 的 相似 标准 形 . 

相似 短 隆 有 相同 的 特征 多 项 式 , 因 而 有 相同 的 特征 根 . 

3. 矩阵 可 对 角 化 的 条 件 

(1 ) 充分 条 件 

n 阶 方 阵 4 在 数 域 玉 上 有 nn 个 单 根 , 则 4 在 六 上 一 定 可 对 角 化 . 

(2) 充 要 条 件 x 

数 域 F E n Br EEA #E F LE uj xB k, =@A 8 n 个 线性 无 关 的 特征 
向 量 —A 的 特征 根 全 在 下 内 , 且 对 4 的 每 一 特征 根 入 ,都 有 R(AT —A) 
= n -人 的 重 数 人 4 的 最 小 多 项 式 是 数 域 玉 上 互 系 的 一 次 因 式 的 乘积 . 

n 阶 复 和 矩阵 4 可 对 角 化 全 4 的 最 小 多 项 式 无 重 根 后 4 的 初等 因子 
全 是 一 次 的 4 的 不 变 因子 都 无 重 根 . 

(3) 实 对 称 阵 可 对 角 化 

设 4 为 半 阶 实 对 称 阵 , 则 存在 一 个 =” 阶 正 交 阵 Q ,使 

Q'AQ = diag(A1,A,,… ,A,), 

HORA = 1,2,…,n) 是 4 的 全 部 特征 根 (都 是 实数 ) , 即 实 对 称 阵 的 
特征 根 都 是 实数 , 且 可 对 角 化 . 
4.1.7 方 阵 的 Jordan 标准 形 和 最 小 多 项 式 

1. 方 阵 的 Jordan 标准 形 

形 如 

Ào 
J(Ao,t) = | 机 | 
1 À, | 
的 矩阵 称 为 一 个 上 Br Jordan (车 当 ) R, H# T 8 428 pk.B0 8EXJ fli 
矩阵 
J, 


J -| 2 


| J. E n BTM i = 1,2,…，,s 
J, 
称 为 Jordan ( 阁 当 ) 形 和 矩阵 . 
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一 阶 大 当 块 就 是 一 阶 矩 阵 . XT yE PE Er 34 JEE EE ,但 反之 不 然 . 

每 个 n 阶 的 复数 矩阵 4 都 与 一 个 若 当 形 抢 阵 相似 ,这 个 符 当 形 撼 
阵 除 去 其 中 奉 当 块 的 排列 次 序 外 是 由 抢 阵 4 惟一 决定 的 , 它 称 为 4 的 
若 当 标准 形 , 即 矩阵 4 的 若 当 标准 形 是 惟一 的 . x 

2. 方 阵 的 最 小 多 项 式 

设 4 为 n 阶 矩阵 ,f(x) e F|x],# fC(A) =0, 则 称 拟 xz) 为 4 的 化 
零 多 项 式 ,4 的 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 化 零 多 项 式 叫 做 4 的 最 小 
多 项 式 . 

最 小 多 项 式 的 性 质 : 

1. 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 是 惟一 的 . 

2. 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 一 定 整除 它 的 特征 多 项 式 . 

3. 准 对 角 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 是 其 对 角 线 上 子 块 的 最 小 多 项 式 的 最 
小 公 倍 式 . 

4. — EPF E EE PE 3 R (X `4Jt Jejak — 一 次 的 . 

5. 相似 和 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 . 

险 密 顿 - 凯 莱 (Hamilton - Cayley) 定理: 设 扎 zx) 为 n 阶 矩阵 和 的 特 
征 多 项 式 , 则 A4) = 0, 即 4 的 特征 多 项 式 是 4 的 化 零 多 项 式 . 
4.1.8 和 -和 矩阵 

1. 有 天 概念 

元 素 是 关于 À 的 多 项 式 的 矩阵 4(A) 叫做 入 - 矩阵 . 

A(À) 中 非 零 子 式 的 最 大 阶 数 叫做 它 的 秩 . 

设 4(A) En 阶 的 和 -矩阵 , 知 存 在 一 个 nn 阶 的 入 - PE B(A) ,使 

A(A)B(A) = B(A)A(À) = L, 

则 称 4(A) 是 可 逆 的 , 且 B(A) 称 为 4(A) 的 逆 和 矩阵 . 

À -矩阵 的 初等 变换 是 指 下 列 三 种 变换 ; 

(1) 和 矩阵 的 两 行 ( 列 ) 互 换 位置 ; 

(2) 和 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 币 数 天 ; 

(3) 和 托 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 的 p(A) 倍加 到 另 一 行 ( 列 ) 上 去 ,其 中 
p(A) 是 和 的 多 项 式 . 

À - 矩阵 4(A) 经 过 一 系列 初等 变换 变 为 B( 和 A), 则 称 4(X) 与 
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B(A) 等 价 . 
任意 一 个 秩 为 r 的 非 零 n 阶 和 A - 矩阵 4(A) 都 等 价 于 入 - EW 
d (À) 


D(A) = 4,(Q) 


0 

其 中 +r > 0,d,(A)(i = 1,2,…,r) 是 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 , 有 d,(A) 
1 di (A)(i =1,2,…,r 一 1). 称 D(A) 为 4(A) 的 标准 形 . À - 矩阵 的 
标准 形 是 惟一 的 . 

À - 和 矩阵 A(A) 等 价 标准 形 中 主 对 角 线 上 非 零 元 素 d (A)... 
d (À) 称 为 4( 和 A) 的 不 变 因 子 . 特别 地 ,和 矩阵 4 的 特征 矩阵 人 7 -A 的 不 
变 因 子 称 为 4 的 不 变 因 子 . 

A -和 矩阵 4(A) 中 全 部 k 阶 子 式 的 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 称 为 
A(A) 的 天 阶 行列 式 因 子 ,1 < k < R[A(A)|]. 

矩阵 4 的 每 个 次 数 > 0 的 不 变 因 子 在 复数 域内 分 解 成 互 异 的 一 _ 次 

因 式 方 赛 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 基 (相同 的 必须 按 出 现 的 次 数 
计算 ) 称 为 4 的 初等 因子 . 

2. 有 关 结 论 | 

(1) À - 矩阵 4(A) HJ eS |ACA)| = k = 0. 

(2) 两 个 和 A - 矩阵 4(A) 与 下 (人 ) 等 价 全 它们 具有 相同 的 行列 式 因 
子 人 它 们 具有 相同 的 不 变 因 子 居 有 可 首 入- 矩阵 PC(A) ,CCA) ,使 如 
(A) =P(A)A(A)Q()). 

(3) 数 域 下 上 两 个 n 阶 方 阵 4 和,B Mile 184 EE ESE fira 
们 具有 相同 的 行列 式 因子 所 它们 具有 相同 的 不 变 因子 所 它 们 具有 相同 
的 初等 因子 . 

(4) 数 域 下 上 的 n 阶 方 阵 和 4 的 最 小 多 项 式 为 4 的 最 后 一 个 不 变 因 
子 ;4 的 特征 多 项 式 在 上 的 任意 不 可 约 因 式 都 是 4 的 最 小 多 项 式 的 
因 式 . 
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(5) n 阶 方 阵 4 的 任意 特征 根 必 是 4 的 最 小 多 项 式 的 复 根 ;大和 4 有 
n 个 互 异 的 特征 根 , 则 4 的 最 小 多 项 式 是 其 特征 多 项 式 . 

3. 夺 当 标准 形 的 求法 

求 n Bi J; EE A 的 春 当 标准 形 的 步骤 : 

(1) 求 4 的 特征 矩阵 AI -4 的 等 价 标准 形 ; 

(2) 求 4 的 全 部 初等 因子 ; 

(3 ) 对 每 一 个 初等 因子 作 一 个 若 当 块 ,进而 求 出 4 的 大 当 标 准 形 . 


4.2 ”重点 和 难 反 


本 章 的 重点 是 :和 矩阵 的 运算 以 及 它们 的 运算 规律 ,可 逆 矩 阵 ,初等 
矩阵 . 

本 章 的 重点 是 掌握 矩阵 的 运算 以 及 它们 的 运算 规律 . 由 于 和 矩阵 的 
运算 和 熟知 的 数 的 运算 规律 有 些 是 相同 的 ,但 也 有 许多 不 同 之 处 ,这 些 
不 同 之 处 正 是 易 犯 错误 的 地 方 . 因此 ,和 矩阵 的 运算 及 其 运算 规律 成 为 本 
章 的 一 个 重点. x 

可 逆 和 矩阵 是 最 重要 的 一 类 和 矩阵 ,在 研究 矩阵 时 经 常用 到 . sk nT 3835 
阵 的 逆 矩 阵 是 一 项 基本 工作 , 求 逆 和 矩阵 的 方法 必须 熟练 掌握 . 伴随 矩阵 
A* 是 为 计算 逆 矩 阵 而 引入 的 ,但 在 具体 求 逆 矩阵 时 ,只 对 低 阶 矩阵 
(特别 是 2 阶 和 矩阵 ) 采 用 伴随 矩阵 法 进行 计算 ,对 2 阶 以 上 的 矩阵 利用 
初等 变换 法 求 逆 矩 阵 更 方便 . 

在 涉及 伴随 矩阵 的 有 关 计 算 及 证 明 时 ,往往 利用 伴随 矩阵 的 基本 
公式 44” =4'4 =l Al Est A* =I Al A7( 2541 Al Z 0 BJ) 来 推 
证 及 化 简 . 

本 章 中 ,对 于 和 矩阵 的 秩 、 和 矩阵 等 价 问题 的 讨论 ,可 道 矩 阵 都 有 和 直接 
的 意义 . 以 后 的 各 章 中 ,对 于 抑 阵 合同 .相似 等 问题 的 讨论 ,可 逆 抢 阵 都 
是 必 不 可 少 的 . 实际 上 ,可逆 矩阵 贯穿 于 线性 代数 理论 的 始终 . 因此 可 
逆 和 矩阵 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

初等 变换 在 矩阵 理论 的 研究 中 有 重要 作用 ,是 一 种 基本 方法 与 基 
本 步 又. 而 初等 矩阵 则 把 矩阵 的 初等 变换 转化 为 矩阵 左 ( 右 ) 乘 一 初等 
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和 气 阵 ,从 而 ,可 逆 矩 阵 表 示 为 初等 抢 阵 的 乘积 ,两 矩阵 等 价 通过 初等 抵 
阵 表示 为 等 式 . 因此 ,初等 矩阵 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

本 章 的 难点 是 :初等 矩阵 ,分 块 矩阵 . 

利用 初等 矩阵 以 及 分 块 初等 矩阵 可 以 将 矩阵 的 初等 变换 和 分 块 托 
阵 的 分 块 初等 变换 转化 为 矩 阵 的 乘法 运算 ,对 于 解决 一 些 涉及 和 矩阵 的 
理论 和 计算 题 很 有 用 ,但 推 证 过 程 有 一 定 的 技巧 . 


43 例题 解析 


4.3.1 和 矩阵 的 分 解 及 其 因子 矩阵 的 求法 
矩阵 的 分 解 形式 大 致 分 为 两 种 情形 :分 解 之 和 的 形式 ;分 解 之 积 的 
JE <. 
1. 矩阵 分 解 之 和 的 方法 
例 1 任意 秩 为 r( > 0) 的 矩阵 都 可 表 为 > 个 秩 为 1 的 矩阵 的 和 . 
| 证 明 2 m x n 3 55EE A F93K29 r, WPF rE m Bi R] mi kB EE: P ,n BT 
可 逆 和 矩阵 Q ,使 
I 0 
PAQ = F 0) , 
而 
K ] = E, +E, +-- +E, , 
0 O 
rh E, 是 (i,i) 元 为 于 而 其 余 元 为 0 的 于 xm 矩阵 ,显然 RGB) = 1. 
因此 
A = P| 0 
0 0 
即 和 矩阵 4 表 为 了 个 矩阵 的 和 ,并 且 这 > 个 矩阵 的 秩 显 然 都 是 1. 
例 2 任何 一 个 n 阶 矩阵 4 均 可 表示 为 一 个 对 称 阵 B 与 一 个 反对 称 
阵 C 之 和 , 即 4 = B+C, 其 中 B8' = B,C = - C ; 且 这 种 分 解 形式 惟一 . 
证 明 先 证 可 表 性 . | 
由 4 构造 两 个 矩阵 , 令 


)2” = PE IQ” +P E,Q7 + +P''E,0", 
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1] |! 


B = > A + x 4, 
_ l _ lu. 
= 7 4 7 A ， 
显然 ,了 = B,C' =-C, 即 吾 是 对 称 阵 ,C 是 反对 称 阵 , 且 4 = B + C. 
青 证 表 法 惟一 性 . 
WA=B +C ,B B, =B.,C, =-C BB +C = B, +O, ,BD 


B - B, = C, -C, 这 个 等 式 表 明 B - B, 55 C, - C 既 是 对 称 阵 又 是 反对 
称 阵 ,于 是 B- B, =0,C, -C=0, 即 B=B,C, = C. 
思考 ;对称 阵 B 与 反对 称 阵 C 的 构成 是 怎样 想 出 来 的 ?8 与 C 的 乘 
积 是 否 可 交换 ?BC 是 否 为 一 个 反对 称 阵 ? 试 找 出 BC 为 一 反对 称 阵 的 
充 要 条 件 . 
例 3 任意 一 个 n 阶 方 阵 4 均 可 表示 为 一 个 数量 矩阵 与 一 个 迹 为 
零 的 方 阵 之 和 . 
证 明 设 4= (ai ) , 令 
= 二 (an + Gp, 十 …+Q4 1) 五 = tr (4) 五 ， 
| Gos L > J; 
C = (c; ;Ci = B -Lr(A) ,i = 
B 显然 是 n 阶 数 量 阵 ,而 和 矩阵 C 的 迹 为 
r(C) = Dos = a -M+ +a -Ze = = Xa. -tr(A4) = 0. 
同时 ， 


tr (A) 1r(A) 
n di Wuru "°. di, 
B + C 一 `. + . .. ° = À. 
tr(À) ir(A 
" Q `. Gu 一 


思考 :此 表 法 是 否 惟 一 ? 
2. 矩阵 分 解 之 积 的 方法 
#J4 设 4 是 秩 为 > 的 mxzn 和 矩阵 ,证 明 : 存 在 严 阶 可 逆 和 矩阵 己 ,rx 
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n 行 满 秩 阵 Q,, 使 PA = [] 3880 是 (m - r) x n 零 矩 阵 


证 明 由 于 R4) = ”> 则 存在 普 阶 可 逆 和 矩阵 P ,n Er PW kE FE Q ， 


° me 


则 P4 = [” o)o". + o" = (0 ) .其中 Q, 为 + x n 行 满 秩 阵 , 则 


I 02 Q, 
PA[ o (0 )- | 5): 

上 一 章 的 满 秩 分 解 定理 也 属于 和 矩阵 分 解 之 积 的 问题 . 

例 5 设 a,B 为 不 同 的 m 维 实 列 向 量 , 若 1 al =1B1, 则 存在 n 阶 
实 镜 像 阵 五 ,使 Ha = 8. 

uFBH ES IV In Et 

= eË 

la - B! 
则 B=a-ula-Bl. 
i la- BI = (a-B,a-B) = (z -B)'(e - B) = a'a +B'B -a'B 
-pB'a, 由 于 1al=1p81, 且 ap = p'a ,因此 
Ila-B8l’” =2(e-B)'a,ia-Bl:= warin = 2u'a. 

于 是 fB =a -ula-Bl =a -2u oa =( I -2uu') a. 
£ H = I, - 2uu 即 为 n 阶 实 镜像 阵 , 使 Ha = p. . 

例 6 设 4 为 任意 n 阶 实 阵 , 则 必 有 分 解 式 4 =QR, 其 中 为 nn 
阶 正 交 阵 ,R 为 主 对 角 元 皆 为 非 负数 的 nm 阶 土 (下 ) 三 角 阵 . 这 种 分 解 
称 为 实 方 阵 的 QR 分 解 . x 

证 明 设 4= (amw，…a). 对 4 的 阶 数 m” 用 第 一 数学 归纳 法 
证 之 . 

当 n = 1 时 ,因为 

= { 当 a > 0; 
CD (a), 当 on <0. 
即 结 论 对 n = 1 的 情形 是 成 立 的 . 
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假设 n - 1 时 结论 成 立 , 往 证 时 结论 成 立 . 分 两 种 情况 讨论 
O * 
(la, =0.MA=[, 4 ,其 中 4 是 n -1 阶 方 阵 ,由 归纳 人 


设 知 4, =Q,R, ,其 中 Q, 是 n -1 阶 正 交 阵 ,R, 是 主 对 角 元 皆 为 非 负数 
的 n -1 阶 上 三 角 阵 ,于 是 x 
_ OQ 来 _ (1 01/0 +* 
A = [o 4j= [0 oj R ) 

人 So-( “R=[”“ 即 4 =QR, 显 然 Q,R 分 别 是 n 阶 正 交 
So-|。 o) -|。 a 8 = QR ,显然 Q,R 分 别 是 nn 阶 正 交 阵 
与 主 对 角 元 皆 为 非 负 数 的 nm” 阶 上 三 角 阵 . 

(2)# a, 关 0, 则 令 pp， 一 (| tx, | ,0,…,0)', 易 知 1 6! =] Ci | ? 
根据 例 5, 存 在 一 个 n BraS EE H , š Ha, = p, .于 是 

| * 

HA = ( He, ,Hea,, ,Pa ) = (B,, Ha,,… , Ha, ) -| M À ) 
其 中 1 will >0,4, 是 n -1 阶 方 阵 ,由 归纳 假设 知 4, =Q,R, ,其 中 心 
”是 nm -1 阶 正 交 阵 ,R, 是 主 对 角 元 皆 为 非 负 数 的 m - 1 阶 上 三 角 阵 . 又 
实 镜 像 阵 有 H 是 正 交 阵 ,及 ”= 五 ,于 是 

alla l *\ la, | * j fl OVlal * ` 

A=H"| -可 oaj=ale ojo =) 
内 nf! 0 lal * 站 | 
+o=-s[, gj:R=| 0 Rj' 即 和 4=QR, 易 知 02,R 分 别 是 m 阶 
正 交 阵 与 主 对 角 元 皆 为 非 负 数 的 m 阶 上 三 角 阵 . 

思考 : n BE] i Sk h EE: A 的 QR 分 解 式 中 R 是 什么 样 的 三 角 阵 ? 
这 样 的 分 解 式 是 否 惟一 ? 为 什么 ? 
4.3.2 矩阵 方程 的 解法 

含有 未 知 和 矩阵 的 方程 叫做 矩阵 方程 . 求解 矩阵 方程 时 ,要 先 作 恒 等 
变形 将 方程 化 简 , 再 代入 已 知 条 件 求解 . 不 要 一 开始 就 代 人 已 知 数据 ， 


那样 常常 使 运算 复杂 化 ,费时 易 错 . 化 简 时 要 正确 把 握 矩阵 的 重要 公 
式 .性 质 , 先 将 给 出 的 关系 式 变形 为 4X = C, 或 X4 = C, 或 4XB = C 
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的 形式 . 当 4 ,如 不 可 逆 阵 时 ,将 下 的 元 素 作 为 未 知 量 , R 35535 EF384R5 
相等 矩阵 的 概念 ,得 到 线性 方程 组 , 解 方程 组 即 得 到 下 ; 当 4, 号 是 可 地 
矩阵 时 ,通过 左 乘 或 在 乘 可 逆 和 矩阵 就 可 求 出 五 =4 C ,或 = CA ,或 


Y = 4-1CB- 
x 例 7 42 A 为 四 阶 方 阵 ， 
1 2 -3 -2 1 2 0 1 
01 2 -3 0 1 2 0 
B=o o 1 2 上 C=-loo12 
00 0 1 0 0 O 1 
和 目 (21-C B)A4'=C , A. 
解 将 (21-C 了 8)4'=C ”两 边 左 乘 C 得 (2C - B)A' = 了 ,而 
1 2 3 4 x 
0 1 2 3 
2C-B= o Oo 1 j 
0 0 O 1 
| 1 0 0 0 
aa |-2 1 0 O 
MB 8k A=[(2C-B)  ]' = } —2 1] 0 
0 1 -2 1 
x 1 1 -1 
例 8 ga-| -， 1 1 nasta seat 
1 -1 1 
求 矩 阵 X. 
Jl 1 -1 1 1 -1 
解 可 求 得 141=|1-1 1 1 |= 10 2 0 |=4, 因 此 
1 -1 1 0 -2 2 


A4* =1414-! =44-!. 于 是 出 A' XK(3A' )* =84-! 和 + 得 


44 -1X(24 ') * =8À 'X += 4A lXI2A '1(2A 1)" =8AÀ `'X +I, 
EI 4A ` 'XA =8A `! X +I. 
两 边 左 乘 4 得 4XA =8 X +A, 


即 4X(4 -27) =4, 故 X= 了 4A(4 -2D `" 
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,从 而 


4.3.3 “可逆 和 矩阵 的 判定 方法 和 技巧 

1. 因 式 分 解法 

判断 方 阵 4 + 如 是 否 可 逆 , 其 基本 思想 方法 是 将 已 知 关 系 式 变形 ， 
分 解 为 (4 +B)C =I sk C(A +B) = 了 的 形式 ,于 是 A4+B 是 可 逆 的 , 且 
(A +B) `! = 

例 9 设 4 为 壮 阶 方 阵 , 且 满足 (4 -D *=3(A + D . 828 4 455 
论 : 

(1)4 可 六; (2)A+I n] ZA ; (3)4 +27 u] 2: ; (4)A +3I 

可 逆 . 其 中 正确 的 有 ( ). 

(A)1 个 ; (B)2 个 ; (C)3 +; (D)4 个 
解 由 (4 -1)?*=3(4 +1) :得 4A: +44 +1=0, 即 A4* +44 = -1 
<A[ -(A +4D) ] sxI=S (A +ID (A +3I) =2Io(A +2I)(A +21) 

=31. 于 是 4.4+T4+2714+37 都 可 逆 , 故 选 (D). 
例 10 设 4 为 n 阶 方 阵 , 若 4 =0( 大 三 2) 且 R(4) =1, 则 了 -和 
是 可 逆 阵 ,并 求 (T-4) ' 
证 明 由 于 
(I-A)(I+A +A? +…+4 1) = 了 -4 =I, 
故 了 -4 是 可 道 阵 ,并 且 ( 了 -4) 一 = I+AÁA +Á + + A“. 
但 由 R(4) = 1 知 4 的 任意 两 行 (或 列 ) 都 成 比例 ,因此 可 俊 


a, 
A = | : (b, b.) 
q, 


于 是 A” = (ab, + … +ab)4, 令 a =ab+…+apb 即 4 =a4， 
从 而 
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A=aA,A=ah,.…,A=a' A. 
因为 A4=0,4 0,k 宇 2, 则 得 a =0, 即 龙 =0, 所 以 (1 -4) 7 = I+A. 
| 例 11 设 4 与 8 分 别 是 m xz 矩阵 与 ax 到 矩阵 , 试 证 到 -448 是 
可 逆 阵 的 充 要 条 件 是 1,- BA 是 可 逆 阵 . 
证 明 由 于 
(L - AB)A = A(I,- BA), 
PrL1, I. - AB 可 逆 , 则 
À = (IL, - AB) 'A(I, - BA) 
从 而 | 
I. = (IL- BA) + BA = (I.- BA) + B(I,- AB `'A(I,- BA) 
= [IL+B(I -— AB) 7'A]J(L- BA). 
故 工 - BA 是 可 逆 阵 , 旦 (7 - B4)- = L+ B(I, -AB) 4. 
同 理 ,由 了 ~ BA 可 逆 , 可 证 I,~ 4B 可 逆 , 旦 
(7 -4B)- = L +A(LI- BA) B.. 
思考 :了 -45 与 也 - B4 的 行列 式 是 否 相等 ? 为 什么 ? 
2. 可 逆 和 矩阵 乘积 法 
如 果 一 个 矩阵 可 以 表示 为 几 个 可 逆 和 矩阵 的 乘积 ,那么 这 个 和 矩阵 一 
定 可 道 ,用 这 种 方法 可 以 判定 可 道 和 矩阵 ,但 技巧 性 一 般 较 强 . 
例 12 设 4,B 及 4B -7 都 是 m 阶 可 逆 和 矩阵, 证 明 : 
(1) 4 -— B' 为 可 逆 和 矩阵 ,并 求 其 逆 ; 
(2)(.4 — B) ' -4 也 是 可 逆 和 矩阵 ,并 求 其 道 . 
证 明 (1) 因 为 B,4B -了 都 是 n 阶 可 逆 阵 ,于 是 
| A —B' = A(BB 15 -IB'= (AB - DB', 
KA — B ''3NDDSSEEE, B(A -B')' = B(AB -D `. 
(2) 因为 
(A—B'! 1 2. A =B(AB-D”'-A' =[B -A'(AB-D]( (AB -D ` 
=4” (4 有 -站 ,所 以 (4 -万 ) -4 也 是 可 逆 矩 阵 , 且 ((4 -B') 
-A..)™ = (AB -DA. 
或 因为 
[(4 -已 -4 ](4 -B7) =4 五 ， 
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即 (A-B') -A 2 AB (A — B 1)”, 
所 以 (4 -B )”- AT ER EE , H. 
((4 -有 -4 = (A — B')BA = (AB - DA. 
3. 行列 式 法 
例 13 设 4 是 奇数 阶 矩 阵 ,141 >0, 又 44' = L ,UEBHI -4 是 
不 可 逆 和 矩阵 . 
证 明 由 4 是 奇数 阶 和 矩阵 ,县 44' = 了 得 
lI -Al=IAA'-Al =I A(A'-L)I =l AlJlIA'-Li = (- 
1)"141I7 -Al=-IAllI -Al,BJI(1 +I Al) II -41=0, 又 
因为 | 41 >0, 故 II -41 =0, 因 而 I - A EAS n 59: EBE. 
例 14 设 4,B 都 是 n 阶 正 交 算 阵 , 日 141+1 BI =0, 则 A+B 是 
不 可 逆 和 矩阵 . 
-证明 由 4,B 都 是 n 阶 正 交 和 矩阵 , 则 A4' = BB' = 了 ,于 是 
A+B = A(I+ A'B) = A(B'B +A'B) = A(A +B)'B, 
所 以 | 
|A+BI =-IA2 I A+BI =-l A+BI, 
即 | A+ BI = 0,NW A + B EA R| ih E. 
4. 行 (或 列 ) 秩 法 
例 15 设 4 是 mn 阶 可 逆 阵 , 且 每 行 元 素 之 和 都 是 大 , 则 天 和 关 0, 且 


A"! 的 每 行 元 素 之 和 都 是 一 


证 明 方法 1 反 证 法 . 假设 上 =0, 则 n 阶 方 阵 4 的 nn 个 列 向 量 之 
TI 6] Bt BI A 的 个 列 向 量 线性 相关 ,从 而 不可逆, 与 4 可逆 邢 


盾 , 故 k 关 0. 
同时 ,由 题 设 条 件 得 
] 
IH] 
] 
] 
两 边 左 乘 4- 和 一 wk | 


] 


1 
k 


= 
kwk L D i kk 
w. U 
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此 式 说 明 4-: 的 每 行 元 素 之 和 都 是 了 


CI c Gi, 


rn 


方法 2 因为 0 和 关 141 = =k| : =k(A,,+ 


他 (rn 1 ... G on 


A, +… +A.) ,所 以 kz0( 同 理 把 | 41 的 各 列 都 加 到 第 i 列 上 有 4), + 
A,. 十 … aaa B h tA a= +A, = + , 
A 


nà 


| All ` 
A 


a l .1 
由 于 4 =T414 = | : 
= 二 说明 4 的 每 行 元 素 之 和 都 是 一 
1 
”思考 : 题 设 中 的 上 是 阶 方 阵 A 的 什么 ? na : 
: ] 
么 ?对 任意 一 个 自然 数 m ,4" 的 每 行 元 素 之 和 是 否 都 为 全 ? 
5. 利用 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 的 判 送 法 
例 16” 设 4, 了 都 是 ” 阶 实 矩 阵 ,B' = B, E. AB + BA4' 是 正定 阵 , 证 
BH B Rn] 5: 2 EE. 
证 明 由 于 4B +B4' 是 正定 阵 , 即 对 任意 非 零 n 维 实 列 癌 量 不， 都 有 
X'(AB+BA')X=(A'X)'(BX) +(BX)'(A X) >0. 
即 对 任意 非 零 n 323215 X, 8 BX 天 0, 这 说 明 齐 次 线 性 方程 组 
BX = 0 只 有 零 解 ,因此 B n] m: E EF. 
6. 广义 初等 变换 法 
使 用 广义 初等 变换 的 方法 ,来 论证 高 阶 分 块 矩 阵 的 奇异 性 及 求 逆 
是 非常 方便 的 ,但 运用 此 法 的 技巧 性 较 强 . 
例 17 用 广义 初等 变换 法 证 明 例 11: 设 4 与 分 别 是 m x n RE EF 
n x m 矩阵 , 试 证 I — AB 是 可 逆 阵 的 充 要 条 件 是 1, - AB 是 可 逆 阵 . 


I 07 B L B 
ëm HF (ls | 
-A LJlA I, 0 I -AB 


wat 
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L BY/I, OY ,I -BA B 
p JL ,J 1 

故 17 —ABI =1 71- BA| ,因此 7-A4B 可 逆 的 充 要 条 件 是 1,~ BA 可 道 . 

7. 特征 多 项 式 求 地 法 

例 18 ” 设 4 是 数 域 上 的 nn 阶 可 道 阵 ,证 明 有 4 与 4" 均 可 表 为 4 
的 系数 在 下 中 的 多 项 式 . 

证 明 设 f(x) = x" +a X + +ax +ao 是 矩阵 4 的 特征 多 项 
式 , 则 a。 = (-1)"1 41 .因为 4 是 可 逆 阵 , 即 141z0, 故 ao Z 0. 由 蛤 密 
顿 - 凯 莱 (Hamilton — Cayley) 定 理 知 A 和 + a A +…+a4+ayz=0, 即 


(A! +a, A2 + +aD)A = 1 
0 


因此 , 4- = — T (r ra A +... + a T) 是 4 的 系数 在 F 中 的 多 


项 式 . 
因为 44”= |All, T E 


A" =1414A-' = ( -1) "ao [ -二 (Al pa A"?+...+a 71)] 
0 


=(-1 (Al +a A + --- + a l) 

也 是 4 的 系数 在 下 中 的 多 项 式 . 
4.3.4 ” 方 阵 高 次 大 的 求法 

计算 一 个 n 阶 方 阵 的 高 次 寡 或 多 项 式 是 矩阵 论 中 的 基本 运算 问 
题 ,通常 情况 下 是 较 麻烦 的 ,尤其 是 给 定 的 矩阵 的 阶 数 及 其 多 项 式 的 次 
数 都 较 高 时 ,计算 量 之 大 是 相当 困难 的 事 . 因此 ,就 需要 运用 一 些 技巧 
来 寻求 简捷 方法 进行 计算 . 

常用 以 下 几 种 方法 : 

1. 相似 标准 形 法 | 

# A 5 n BrXT ff EEE A ARÍ , H| SA aJ sk ih —4 n Bi H] 3 E EE P , š: 
P ''AP=- A, TE 

44 = PA'P `. 
若 4 不 与 对 角 和 矩阵 相似 , 即 4 不 可 对 角 化 , 则 总 可 求 出 一 个 严 阶 可 


第 4 章 矩阵 . 145 . 


WOBEE P I P'AP = J, 其 中 J 是 4 的 Jordan 标准 形 . 于 是 
At = pj'p-1 

2. 降 次 法 

定理 ” 设 4 为 一 个 n 阶 方 阵 , 对 数 域 上 任意 一 个 多 项 式 g(x) ， 
则 必 存 在 一 个 多 项 式 r(x) ,其 中 3°(r(x)) <n 或 r(x) = 0 使 g (A) 
= r (A). 

证 明 事实 上 ,用 4 的 特征 多 项 式 f(x)(n 次 的 ) 作 除 式 , 对 任意 
多 项 式 g(x) 做 带 余 除法 得 

g(x) = f(x)q(x) +r(x), 

- 则 r(x) =0 或 9"(r(x)) < 由 哈密 顿 - 凯 菜 (Hamilton — Cayley) ZE 
理 知 f (A) =0, 故 有 & (A) = r (A). 

同样 ,我 们 还 可 用 4 的 最 小 多 项 式 做 除 式 , 做 带 余 除法 ,得 到 次 数 
还 可 能 低 的 多 项 式 r(x) ,使 g (A) = r (A). 

3. 二 项 式 展 开 法 

若 矩 阵 4 的 主 对 角 线 上 的 元 素 相同 , 则 将 4 表示 为 一 个 数量 阵 kI 
与 男 一 矩阵 8 之 和 , 即 和 4= 好 + 号 , 且 和 矩阵 B 的 高 次 厦 易 于 计算 , 则 


A" =( kI+B)"= y Ci (kD iB" = Ci B "`. 
4. 递 推 法 x 
一 般 地 , 先 求 出 双 ,A ,…, 在 此 基础 上 ,得 出 递 推 公式 ,进而 求 出 
A" 的 一 般 表 达 式 ;并 用 数学 归纳 法 证 明 一 般 表 达 式 的 正确 性 . 


1 0 1 | 
例 19 已 知 4=10 2 0|, 求 4 
1 O 1 
解法 1 利用 相似 对 角 化 可 求 得 
-1 1 0 0 0 0 
a 0 1 Ce 2 | 
1 1 O 0 0 2 
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1 1 
-1 1 OV0 0 0 2 2 29% 0 2 
=| 0 0 1/0 2% 0 l 01LI=|0 2% 0 
l 1 0J0 0 22 2 2 20 ”0 22% 
x 0 0 
解法 2 和 矩阵 4 的 特征 多 项 式 
x—l 0 _ 1 
J (x) =l xI-Al=] 0 x-2 0 = x(x —- 2) 2, 
_ 1 0 x-1 


最 小 多 项 式 为 x(x - 2) , 设 
. x = x(x —- 2)q(x) + (ax + b) , 
分 别 令 x = 0,x = 2 可 求 得 b = 0,a = 227? . 于 是 


29% 0 22 
4 =2 4=|0 22% 0 
2200 0 2200 


2 0 2 
解法 3 可 求 得 4 =|0 4 0|=2A,A' =24? =24. 设 A*=2*-! 
2 0 2 


A , 则 4 = AFA = 24142 = 2F-1(2A) = 244. 
l O 1 20 0 22 
故 0 =2204=22l0 2 0|=| o 2% 0 
l 0 1 四 0 2% 
1 0 1Y /00 O 
解法 4 4 0 | 0 2 | 
1 0 1) oo00 


0 0 0 2% 0 2 
A™ =(B+C)2 =p? +C2 =22%B+|0O 2% 0|=|0 2% 0 
0 0 0 20% 0 2 
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4.4 练习 题 肥 答案 


4.4.1 练习 题 
1. 设 4 为 三 阶 方 阵 , 且 14| = 三 , 则 1(24 1) 1441=( 小 


(A)3;  (B)2; (G); (p) 


2. 已 知 4 为 n 阶 方 阵 , 且 满足 关系 式 (4 - E)? =3(A +E) , 则 (4 
+E) ”= (人 ) 


(A)A +E; (B)—A +E; (C) -54-E; (D)A +4E. 


3. 设 4 为 四 阶 方 阵 , (4 +E) “存在 , 且 B=(4 +E) "(E -A) , 则 
(B+E)"'=( ). 


(A)2(A +E); (B)A +E; 
(CO)F(A+E); (D) 不 存在 
| N" a, — 3, 
4. 设 三 阶 方 阵 4 = Em = ~4, 则 | > | - 
a, ol 


( ). . 
5. 设 四 阶 方 阵 4= (awayasa ),B = ( B,a,,a, a, ), 且 141 = 
-3,181 =1, 则 !4 +B! = ( ). 
6. 设 4 和 8 都 是 n 阶 和 矩阵 , 且 141 =2 ,| 如 1 = -3, 则 
14-.B- -AB '|=( ). 


7 已 知 4,B,C 都 是 行列 式 为 2 的 三 阶 方 阵 , 则 C = 


( ). 
8. 设 4 和 8 都 是 m 阶 矩阵 ,4 B ° 分别 为 4,B 的 伴随 矩阵 . 则 分 


. 148 - 高 等 代数 的 典型 方法 


A O 
aE c= | Bj 的 伴随 逢 阵 C* =( ). 
dl a, das Gai aa Gs, a, Qa, 
9. 设 A= G, G, G> dm B= G), Gs CQC22 G | 
Gy U3 Gs Ud (y, Gs G> G 
da Cd42 Gas Gu dg Ga Ga Ga 
0 0 O 1 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 1 0 _ 
P, = ,P, = ,其 中 4 可 道 , 则 B--=( — ).- 
0 0 1 0 0 1 O O 
1 0 0 0 0 0 O 1 


10. 设 4 是 m 阶 方 阵 , 且 44'=7 141<0, 则 Il4+7H=( ) 

11. 设 4 是 秩 为 > 的 产 xzn 和 矩阵 ,证 明 : 存 在 m 阶 可 闭 和 矩阵 Q ,mxr 
列 满 秩 阵 P| ,使 4C 一 (P, ,0) ， 其 中 0 是 mm x (n — r) = E E£. 

12. 试 证 : mxn 矩阵 4 的 秩 为 r 的 充 要 条 件 是 和 4 = apB' + a,B'， 
+…+a 有 ,其 中 ai = 1,2,…,r) 为 线性 无 关 的 m 维 列 向 量 , B,(i = 
1 ,2,…,r) 为 线性 无 关 的 n 维 列 向 量 . 

13. 证 明 一 个 n 阶 和 矩阵 4 的 秩 <1 的 充 要 条 件 是 A 可 表 为 一 个 n x 
1 矩阵 与 一 个 1 xn 矩阵 的 乘积 . 特别 地 , 当 R(A4) =1 时 ,4? = tr (A)A. 

14. 证 明 :任意 一 个 n 阶 矩 阵 4 都 可 表 为 一 个 可 道 矩 阵 与 一 个 宕 
等 矩阵 之 积 . 

15. 设 4 为 n 阶 方 阵 , 且 满足 4 =3A(A - E) , KUE A — E 8 B] 
阵 ,并 求 (4 - E) `'. | 

16. 设 4 Jn BEEF AX=A- X, A+ E Jn tE ,3F3R0A + 
EY '# X. | 

17. 2 n EUEBEF A f B SSE A+ B = 4 有 3, 求证 :元 -4 是 可 道 矩阵 ， 
HAB = BA. 

18. 设 4,B 都 是 n 阶 可 逆 和 矩阵, 证 明 : 

(1)4 +B 是 可 道 和 矩阵 当 且 仅 当 4" + 吾 一 是 可 逆 矩 阵 , 并 求 它们 的 
23; 
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(2 ) 试 找 出 4 -B 可 道 的 充 要 和 条件, 并 给 予 证 明 . 
19. 已 知 方 阵 4 满足 入 -4-21=0, 证 明 : A 和 4+21 Pe B EE, 
并 求 出 它们 的 逆 . 
1 0 O 
ma es -| | 
l 1 J] 


0 1 1 

1 0 11, BEEF X # E AXA 
1 1 0 

+ BXB = AXB + BXA +I,K X. 


21. 已 知 4 和 B 都 是 三 阶 矩 阵 , 且 满足 24 'B = B-4L 
(1) EB  EEEA -21I nj 33: ; 


1 -2 0 
at 2 ene 
0 0 2 


22. 若 4 = =I BIAl + IBI =0, 则 4+B 必 为 奇异 阵 . 
23. 已 知 二 阶 矩 阵 4 ,满足 4 =0, 证 明 (T-4) =7+4. 
(1 00 
“| 0 1 
0 1 0 


y A! 


1 0 2 
25. 设 A= -1 1|, 求 24 -345 +A +A -4L 
0 1 O 


26. 求 出 下 列 和 矩阵 的 若 当 标准 形 和 最 小 多 项 元: 


3 0 8 4 5 -2 
| -1 6 | -| 2 -2 1 | 
-2 0 -5 -1 -1 1 
4.4.2 练习 题 答案 


1. (B) 2. (C) 3. (C) 4.8 5. -16 


6. ( -1) 12 INA IB'Í|A*B I = IIBIA IB U - lAlA B 11 


-(-5)" ( - >. 
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| -1 
7.2. 原 式 =( -1)12415161 a|) =- (114 
3 | 2 
k É: 
8 ( 0 
Ü I A| B° 


9. PP,A "或 PPA . 
10.0. 由 已 知 得 4 是 正 交 阵 , 且 141= -1, 叉 因为 
[A+Il =< lA+AA'1=1lAllA'+II =lIAllA+II = -14+1l, 
lA +1| =0. 

11. 仿照 例 4 证 明 . 

12. 证 明 : 必 要 性 . 由 例 1 知 ， 存在 m Brin OE EE 了, n 阶 可 道 矩 阵 
Q ,使 得 
A= Pa [ Na =P'E,Q "+P ''E,Q + +P''E Q”, 

0 0 

BBA = (P'e, )(e Q”) + (P''e,)(e”,Q 7) +: +(P”'e)(e Q), 
其 中 s;(i = 1,2,…,r) 是 m 维 标准 列 向 量 ,e',(i = 1,2,…,r) 是 n 维 标 
准 行 向 量 . 

设 a(i=1,2,…,r) 是 P” 的 前 r 个 列 向 量 ,B'(i = 1,2,…,r) 是 
Q” 的 前 r 个 行 向 量 ,显然 wii = 1,2,…,r) 为 线性 无 关 的 m 维 列 问 
B: (1 =1 ,2 u Tr) 为 线性 无 关 的 n 维 列 问 量 , 且 A 和 A= ap ， + ap ， 

.. + a,.p', 

充分 性 . 若 4- ap + opB' + tapu. 其 中 arr(=12) 

为 线性 无 关 的 m 维 列 向 量 ,B,(i = 1,2,…,r) 为 线性 无 关 的 n 维 列 向 


量 . 则 
Pu 
' [qaqa ) + + 


人 Pa 
4=| : 
ml Po Dnr 


A = (Pei)(e'Q) + (Pe,) (e',Q) + --: + (Pe,)(e',Q) 


Pu 


(qi, Uqi) + (gn, ,Gin) M 
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其 中 P= 


py py di U di 
| : : Han mi, TE 


Pi Dm q. °. d nn 


L 0 
4 -Pl 0 2, 即 短 阵 4 的 秩 为 7. 
13. 证 明 : 必 要 性 . 当 R(A) =0 时 结论 显然 成 立 ; 当 R(A) =1 H, 


a, 


由 和 矩阵 的 满 秩 分 解 定理 即 得 证 . iz A = l , 则 


G, 
a, Ga, | 
A = | aa = [aa] A= rr (A)A. 
a, a, 
G, 
充分 性 . 若 4= |] : Kb, b. ),MM R(CA) < R(b,,-: b.) <1. 
G, 


14. UFBH: A =0 , 9 28. | 
| 0 
若 R(A) = r, 则 存在 n 阶 可 递 矩阵 P,O 使 PhO = F o) a= 
一 I, 0 -1 _ -1 ry-1 I, 0 
nt Ye -meg 


0 0 \0 oj” 


I 0 | 
$ >p=P'o'',c=o[ 9 MA = BC, B B B 是 可 道 矩 
L 0 L 0 
= ; -| | C.R C-l Ft . 
阵 , 又 C o|， oj2 o|， 2 , 即 C 是 每 等 矩阵 
15. (A -E)™ = - (4-E). 
16. 证 明 :由 AX=A -天 得 4 -4+ 瑟 =0, 两 端 同 减 去 已 整理 得 


(A+E)(X-E)= -E,%& A+Eu[iñ B(A+E)' =E-X,X=E-(A 
+E) `. 
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17. 证 明 : 因 为 (1,~ A)(L- B) = 了 -4-B+48 = 了 ,所 以 工 - 
是 可 逆 答 阵 . 又 因为 (1,- 4) ”= 了- B, 故 (I, -A)(IL- B) = (1,~ Dr 
- A) ,展开 消去 同类 项 后 即 得 4B = BA. 

18. 证 明 :(1) 必 要 性 . A.B ,.A +B 都 是 n Bra] Wi sE EE, H T 

A + =A (BB )+(4 4)B =A (A +B)B', 

故 A + B™ 也 是 可 逆 和 矩阵 , 且 (4™+B ) = B(A+ B) `'A. 

充分 性 . 由 于 4 ,B,4 ”+ B” 都 是 n 阶 可 逆 矩 阵 , 即 4",B ,A + 
录 -都 是 m 阶 可 道 矩阵 ,由 必要 性 可 得 (4 ) + (B ) = 4 +B 也 是 可 
道 矩阵 , 且 (4 +B)'= [(A')7 +(B ) ] =B (4 + 五 ) 4 . 

(2)4 -B 可 道 的 充 要 条 件 是 B” — A ”是 可 逆 矩 阵 . 证 明 与 (1) 类 


似 . 
19. 证 明 :由 4 — A-21I=0 88 A(A- T) =27, 故 4 为 可 逆 阵 , 且 
| A+—_ l an. 
H A -A-21 = =0, 设 (4+21)(Atal) = bI,BI À + (a +2)A+ (2a 
_ DL : = 0 ,从 而 人 2 Om 解 得 {，_ (A+27) (A- 3I) = - 


47 故 4+ 27 为 可 逆 阵 , 且 (4+ 21)! = —GI - A). 
或 由 4 -A-2I=0 8 A+2I = A, AJB] 25 E, 6k A +21 也 为 可 
逆 阵 ,有 目 (4 +27) ' =(A2) "1! =(A`') = 二 (4 _- p = 元 (31 - A). 


20. 解 :由 AXA4A+ BXB = AXB+ BXA-+ I fB 
(AXA -~ BXA) + (BXB - AXB) =I,BI(A - B)XA + (B - A) XB = 1, 


sk (A-B) X(A -B) = 了 于 是 

] -1 -1Y' 1 1 2Y /1 2 5 

0 1 s | 

0 0 1 \0 0 1 0 O 1 
21. 证 及 解 :(1) 等 式 24-!:B < B -4ATIZ3E A 45 2B =AB--4A , JA Tfi 

得 (4 -21) (五 -47) =87, 因 此 和 矩阵 4-27 可逆. 


2 


X=[(4- B) ']2 = = 
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(2) 由 28 -<AB-4A 48 2B = A(B -41) , 故 
A=2B(B-4D `' | 


-3 -2 ON 1 -2 0Y4 -4 0 
| _2 3 -和 2 |: 6 . 
0 0 -2 o 0 2ho o 8 
0 2 O 
| _] | 
0 0 -2 


22. 证 明 :行列 式 法 . 由 已 知 条 件 得 
lAllA+BI = | +ABI =IB +ABI = IBIIA+BI = -IAllA+BI, 
于 是 1|4+Bl =0, 故 A4+B 必 为 奇异 阵 . 
23. 证 明 ; 由 于 (I-A4)(I+4) =I-A = 了 , 故 往 证 4 =0. 
因为 4 = 0, 故 二 阶 和 矩阵 4 不 可 逆 , 即 R(A) < 1. 
# À =0, 结 论 显然 成 立 . 


若 R(4) =1, 则 4= |”](61,b) ,其 中 ,6s 不 全 为 零 ,b,bh 不 全 


为 零 . 从 而 A 和 = kA, FE: A= k'A=0,8 F A20,Ék k =0, 因 此 (1 - 
A) `! =I+A. 


1 0 O 
24. A... 50 1 O|. 
50 0 1 


25.88. f, (x) = > —2x +1 , 故 A —2A +I=0 

24 -34 +A +A -47 

= (A: -24+ 站 (24 +44 -54 +94 - 14D + (244° -374 + 1001) 
=244- -374+107 


-3 48 -26 
=] 0 95 — 61 |. 
0 —6 34 
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1 O 0 
26. 8: (1) AI-A— 0 A +1I 0 , 故 4 的 初等 因 
0 0 (A +1) 
-1 0 O 
子 是 入 +1,(A +1) °, FEE A 的 若 当 标准 形 为 | 0 。 -1 0 |, 其 最 
x 0 1 -I 


“小 多 项 式 为 (和 +1):. 


1 0 0 | 
(2) 因 为 AI -8 一 . ] 0 , X B 的 初等 因子 是 
0 0 x 


(A — 1) 
j 0 0 
1 1 O 
0 1 1 


(À -1)', FE B 的 车 当 标 准 形 为 ,其 最 小 多 项 式 为 


(A-1).. 
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第 S$ 章 向 量 空 间 


向 量 空间 的 理论 是 高 等 代数 的 中 心 内 容 , 它 在 自然 科学 和 工程 技 
术 的 许多 领域 中 有 着 较为 广泛 的 应 用 ,向 量 空间 是 采用 公理 化 方法 定 
义 的 , 它 具 有 高 度 抽 象 的 特点 . 在 向 量 空间 的 讨论 中 必 将 加 深 对 线性 方 
程 组 理论 和 和 矩阵 代数 的 理解 和 掌握 


5.1 内 容 提 要 


5.1.1 向量 空间 

1. 问 量 空间 的 定义 

令 下 是 一 个 数 域 .正中 的 元 素 用 小 写 拉 本 字母 c,g,c,… 来 表示 . < 
V 是 一 个 非 空 集合 . V 中 元 素 用 小 写 希 腊 字 母 a,B,y,… 来 表示 . 我 们 把 
V 中 的 元 素 叫 做 向 量 而 把 中 的 元 率 叫 做 纯 量 . 如 果 下 列 条 件 馈 满足 ， 
就 称 了 是 下 上 一 个 向 量 空 间 : " 

(1) 在 V 中 定义 了 一 个 加 法 . 对 于 了 中 任意 两 个 回 量 a,8,VY 中 一 个 
惟一 确定 的 向 量 与 它们 对 应 ,这 个 向 量 叫做 “与 8 的 和 ,并 且 记 作 a +B. 

(2) 有 一 个 “ 纯 量 乘法 ”. 对 于 F 中 每 一 个 数 a 和 VV 中 每 一 个 向 量 
a, 有 了 中 惟一 确定 的 向 量 与 它们 对 应 ,这 个 回 量 叫做 c 与 wa 的 积 ,并 且 
记 作 aa . 

(3) 向 量 的 加 法 和 纯 量 乘法 满足 下 列 算 律 : 

De +B = B +o; Q(ae +8) +y =a +(B +>); 

@ 在 V 中 存在 一 个 零 向 量 , 记 作 0, 它 具有 以 下 性 质 : 对 于 V 中 每 一 
个 向 量 a, 都 有 有 0+a=a; | 

对 于 V 中 每 一 向 量 a, 在 V 中 存在 一 个 问 量 a' ,使 得 + a = 0. 
这 样 的 c 叫做 a BU ff [B] Bt ; 

@a(e + B) = aqe + aB; (a +b)e = aa + bo; 

(D (ab)e = a(ba); (la = a， 
这 里 a,8,y 是 7 中 任意 向 量 ,而 a,4 是 F 中 任意 数 . 
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2. 向 量 空间 的 例子 

(1) 平 面 (空间 ) 中 的 全 体 向 量 组 成 的 集合 V,( V,) 是 实数 域 R 上 
的 同 量 空间 ; 

(2) F' 是 数 域 站 上 的 问 量 空间 ; 

(3) F[x] 对 于 多 项 式 的 加 法 与 数 和 多 项 式 的 乘法 作成 数 域 下 上 
的 一 个 向 量 空间 . 数 域 上 的 所 有 次 数 小 于 nn 的 多 项 式 及 零 多 项 式 作 
成 的 集合 记 作 F[x], ,对 多 项 式 的 加 法 与 数 和 多 项 式 的 乘法 ,也 作成 环 
上 的 一 个 回 量 空间 ; 

(4) M,,( F) 对 于 矩阵 的 加 法 与 数 和 和 抢 阵 的 乘法 ,作成 数 域 玉 上 的 
一 个 向 量 空间 , 当 m = 时, 记 为 M [天 ] ; 

(5) 复 数 域 C 是 实数 域 R 上 的 向 量 空间 ; 

(6) 数 域 下 是 其 自身 上 的 问 量 空间 ; 

(7) 全体 实 函数 作成 的 集合 ,对 于 函数 的 加 法 与 数 和 函数 的 乘 
法 ,作成 R 上 的 向 量 空 间 ; 

(8) 全 体 收 敛 于 0 的 实数 无 穷 数 列 作成 的 集合 V, 对 于 数列 的 加 法 
lal + 人 ol = la +b. | 与 数 和 数列 的 数量 乘法 kia,i = {ka,| ,作成 
R 上 的 向 量 空间 . 

3. 简单 性 质 

由 回 量 空间 的 定义 ,推出 下 列 简单 性 质 : 

(1) 零 向 量 惟 一 ; 

(2) 任 意 一 向 量 o: 的 负 回 量 惟一 , 记 作 -ae ; 

(3) a, +a, +…+a = (G, + ` +m) + (Ge. + +a); 

(4) e +8 =B+a 可 由 其 它 条 件 推 出 ; 

(5) 条 件 (3) 与 (4) 可 改 为 :方程 a +x = B 对 于 V 中 的 任意 向 量 a， 
B 有 解 ; 

(6) Oa = 0,l0 =0,(-l1)a=-a,-(-a) =a,(-k)a = k( - 
a) =- ka; 

(7) 定 义 减 法 :ae — B = a + ( - p) ,k(e - B) = ke - kB,a + p = 
yeye = y -B. 对 于 V 中 的 任意 向 量 a,B, 方 程 a +x =B8 在 了 Y 中 有 且 仅 
有 一 解 x =B-a; 
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(8) e +B = o + y@B = y; 

(9) ka = 0@k = 0 mke = 0; 

(10) (k +k, + +k )@ = ka +k, + + ka, 

k(Q + a, + +°: + a, ) = ka, + ke, + … + ka, ; 

(11) 对 于 任意 正 整数 区 ,有 ma = a +… + o ,J& m 4 a: ; 

(12) a = 0,a e V,a,b e FF, 则 a Z besae # ba , JA if, £ V rR# 
非 零 辐 量 , 则 了 有 无 限 多 个 同 量 . 

S.1.2 基 、 维 数 、 坐 标 

1. 基 

设 了 是 数 域 了 上 一 个 向量 空间 了 中 满足 下 列 两 个 条 御 的 由 主角 
[aa as 叫做 了 的 一 个 基 . 

(1) ai az ，…a 线性 无 关 ; 

(2) 了 的 每 一 个 向 量 都 可 以 由 a ,az ，… ,a 线性 表示 . 

fa va | 38 V (F) 一 个 基 人 了 中 每 一 向 量 a 都 可 惟一 地 表 成 
这 nn 个 向 量 的 线性 组 合 . 

设 fa ,…,a,| 为 V(F) 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 则 V 中 必 有 nn 一 r 个 
向 量 ac ,a ,使 得 fo :aaa 作成 了 的 一 个 基 ( 此 绪论 
有 时 称 为 基 的 扩充 定理 ). 

2. 维 数 

一 个 向 量 空间 了 的 基 所 含 向 量 的 个 数 叫 做 站 的 维 数 . 

由 定义 得 出 :(1)dimF "= n; 《2)F[xj] 是 无 限 维 的 ; 〈3) 看 dimy = 
0, 则 VY = {01 ; (4) 任 意 一 向 量 空间 ,不 是 有 限 维 的 ,就 是 无 限 维 的 . 

数 域 下 上 的 向 量 空间 V 是 n 维 的 SV 中 存在 7 个 问 量 6),e,,…,&， 
作成 V 的 一 组 基 . 

本 书 主 要 研究 有 限 维 的 向 量 空间 . 

3. 坐标 

illa, e | V. (F) 一 个 基 , Va eV,(F), 有 @Q = ka, +k,a 
+ … + 上 Qa,, 则 称 这 个 有 序数 组 ,…,k, 为 a 关于 其 | a ,…,a,| 的 坐 
标 , 记 为 (ki ,…,k,) ,其 中 天 称 为 a 关于 基 | a ，…,a,| 的 第 i 个 坐标 ,i 
=12,..…,n 
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4. 基 变 换 与 坐标 变换 
设 el,e l e, Eje, el l e", RE n 3E[n] Bt2= [a] V 的 两 组 基 , 和 共有 


/ —— 各 电 省 

£ , = Gë) t aG, €, + + G£, dt Ga, ` d, 
f — ... Ó... 

€, 二 CEI T+ aye, + + Go, 则 称 4 = G, G G>, 
f .. 唱 

£€ n 一 UIE! + G, £ + `° + 人 rn G. G Gd. 


是 基 e ,es,, e, 到 基 es 25 2 的 过 渡 和 矩阵 , 即 有 (ee 2 ，…， 
e',) = (e, e,)A . 

若 4 是 nn 维 向 量 空间 V 中 由 基 s, ,se,,…,s, 到 基 e' ,ee',,…,e', BJ 
过 渡 和 矩阵 , 则 4 ER yE E. 反之 ,任意 一 个 n 阶 可 北 矩 阵 4 都 可 以 作为 
n 维 向 量 空间 V 中 由 一 组 基 到 另 一 组 其 的 过 渡 和 矩阵 . 

关于 基 的 过 渡 和 矩阵 ,还 有 下 列 性 质 : 

(1) 若 基 esi ,ea ,…，,2e, 到 基 e ie 2 ,2 的 过 渡 和 矩阵 是 4, 则 se”， 
g i e 到 ee ,5 的 过 渡 和 矩阵 是 4”. 

(2) 若 基 e ,2,，…,s, 到 基 e',e',,… ,Ee', 的 过渡 矩阵 是 4, 基 2',， 
sp 到 基 e" ,2”,,… £”, 的 过 渡 和 矩阵 是 B, 则 | ,se,,…,e, 2 el, 
c's， e", 的 过 渡 和 矩阵 是 AB . 

(3) 若 基 e. ,s,,，…,e, 到 菇 ee',e',,… ,2', 的 过 滤 和 矩阵 是 4, 基 e，， 
6 l e, 到 基 e" e" ,2” 的 过 渡 和 矩阵 是 B, W se 22 ,到 
e" e", ，… e", 的 过 湾 和 矩阵 是 4 五. 

设 向 量 a 在 基 si ,e,,… ,下 的 坐标 是 XX'” = (x ,%2 ) IN] o 
在 基 2 和,e',,…,e', 下 的 坐标 是 = (y,,…,7,), 并 且 , 基 eyesz，…， 
e, 到 基 和 ,2',,… e, 的 过 渡 和 矩阵 是 4, 则 

Xl yi yi 1 Xx, 
2 _ A| 2 | 22 _ 4-1 Xx 


x, . yn X, 


X = AY,Y = A-X. 
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5.1.3 子 空 间 及 其 区 、 和 \、 直 和 

1. 子 空间 

令 克 是 数 域 忆 上 癌 量 空间 了 的 一 个 非 空 子 集 . 如 果 W X-T V BJ J 
法 以 及 纯 量 乘 法 来 说 是 封闭 的 ,那么 就 称 克 是 Y 的 一 个 子 空间 . 

数 域 尺 上 的 向 量 空 间 了 的 非 空 子 集 合 W TE pk V 的 子 空间 

Ol)a +8 e W,Ve,B e W;2)kae € W,Vk e F,Ve e€ W. 

eka + k,B e W,Vk,,k, € F, Ve,B < W. 

任意 向 量 空间 V 都 有 子 空间 : 零 空 间 101 与 目 身 了 , 称 为 平凡 子 空 
间 ,而 其 它 的 子 空间 ( 若 还 有 的 话 ) 称 为 非 平 凡 子 空间 

向 量 空间 V 的 子 空 间 允 有 如 下 人 性质: 

〈1) 子 空间 厂 的 零 向 量 0y 与 整个 空间 7 的 零 回 量 0 一致 , 印 0v 
0, =0,， 

(2) 子 空间 多 的 任意 一 向 量 w 在 多 中 的 负 向 量 -a, 与 在 整个 空间 
V 中 的 负 向 量 - a 一 致 , 即 -a, = 一 ay = - a; 

(3) 子 空间 的 维 数 不 超 过 整个 空间 的 维 数 (认为 有 限 维 小 于 无 限 
#E). 

设 V 是 数 域 上 的 n 维 向 量 空间 , 斑 是 V 的 的 维 子 空间 ,a ,aa ，…， 
a, 是 多 的 一 组 基 , 则 这 组 向 量 必 定 可 以 扩充 为 整个 空间 的 基 . 即 , 在 V 
中 必定 可 以 找到 nm 个 向 量 w, i ，…ans ,使 得 1，… ,Qn ,Qnn， 
au 是 了 的 一 组 基 . 

2. 线性 包 与 生成 器 量 组 

设 了 是 数 域 尺 上 的 向 量 空间 , 任 取 ac ,az ,…,a, e V.E 


Lao ma) = Í Y kel k. 8 Fl 
i=] 


则 Za ,a,，,…,Q,) 是 了 的 子 空间 . 

称 La a... w.) 是 由 aa ,ay 所 生成 ( 张 成 ) 的 子 空间 ,或 
称 为 a ,a ,… ,a, 的 线性 包 , 称 al ,as a. 是 Laaa as) 的 生 
成 向 量 组 ,每 个 a; 称 为 生成 元 . 

线性 包 有 如 下 性 质 : 

(1) L(eí,o,," G.) 是 7 的 子 空 间 ; 
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(2) La ,0 ma) aa 0 | 

(3)* WE V BJ Te [aj B la, aa 1 C W,W|L(oj,a,,-:, 
a, ) C W; | 
(4) La ,oo ) = LB ,B,) Oa ,0 w. SB, 8, 等 
Br; 

(5) L(a az 6.) 的 维 数 等 于 ww ,… ,a, 的 秩 . 

矩阵 的 行 ( 列 ) 癌 量 生成 的 子 空 间 称 为 它 的 行 ( 列 ) 空 间 . 

3. 子 空 间 的 交 与 和 

* W, , W, 是 癌 量 空间 V 的 子 空间 , 则 W 阁 W = lal aeW,ae 
W,| R: V BB f Ela], W, r W, 称 为 W, 与 W, 的 交 . 

子 空间 的 交 具 有 性质: 

(1) W, Q W, CW,W n W, Š W, ; 

(2) W n W, = W, ñ W ; 

(3) (W, n W.) n W, = W, n (W, n W,) ; 

(4) ') W, = W, n W, n —-- n W, = (Q W,) ñ CN, W). 

若 W, ,W, 是 向 量 空间 VV 的 子 空间 , 则 WW + W, = lar +a, l e, € 
和 ,ay e 由 | 是 VV 的 子 空间 , 邢 + W, 称 为 W, 与 W, 的 和 . 

子 空间 的 和 具有 性 质 : 

(1) W, C€ W, + W,,W, C W + W,; (2)W, + W, = W, + W, ; 

(3) (W, + W,) + W, = W, + ( W, + W, ) ; 

(4) S w, = W, + W, + --- + W, = (PW) +( DW) ; 


1=i+1 


(5) L(e, ,aa ) + LB DB) = 了 aa ,Bi,…,B). 
对 于 有 限 维 向 量 空 间 的 子 空间 ,有 下 列 的 维 数 公 去: 
dim (W, + W,) =dim W, +dim W, -dim ( W, NM W, ) 
4. 直 和 与 余子 空间 
设 W, , 瑟 是 向 量 空间 Y 的 子 空 间 , 若 和 罗 = W, + W, 中 每 个 同 量 
a 的 分 解 式 @ = w + ua € W, ,a 8 W, 是 惟一 的 , 则 称 该 和 为 直 和 和 ， 
记 作 币 = W, @ W, . 
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设 W, ,W, 是 向 量 空间 V 的 子 空间 ,WW = W, + W, , 则 下 列 诸 条 件 等 


(1) W = W, @ W,; (2) 地 回 量 的 分 解 式 惟 一 ; 

(3) W rn W, = 101; (4)dimW = dimW, + dimW, ; 

(5) W, 的 一 基 与 W, 的 一 基 合 起 来 即 为 W 的 一 基 . 

设 V 是 数 域 上 的 向 量 空间 ,WW 是 V 的 子 空间 . 车 有 VV 的 子 空间 U, 
使 得 V = W @ U, J#kz U JE: W BJ == lB]. 

n 维 问 量 空间 了 的 任意 一 子 空间 均 有 余子 空间 . 

i W, ,W,,::: , W, AB] Bt =ë [a] V BJ f Z= |a]. #r#ll W = W, + W, +… 
+ W, 中 每 个 向 量 a 的 分 解 式 w = al +a +" +a x, e€ W.(i = 1,2, 
…,3) 是 惟一 的 , 则 称 该 和 为 直 和 , 记 作 下 = W, @ W, @ --: GO W, . 

##8 f == BJA W = W. + W, + -:: + W. (a) 

W, = W, + W, + ° + Wi, 


W, = W, + W,, + … + W, 


(b) 
W, = W, + W, +: + Wo 
则 有 子 空间 的 和 式 
W = W, +: + Ws + W, + + Ws + + W. + + W, 

| (c) 

并 且 ,(c) 为 直 和 <>(b) 与 (a) 均 为 直 和 . 

5.1.4 同 构 

1. 同 构 的 定义 


设 V 与 V' 是 数 域 上 的 两 个 向 量 空间 . 248 V 2I| V' 的 双 射 o , 满 
足 : 

(1)o(a +B) = o(a) +o(B); (2)o(ka) = ko(a) ,其 中 a,B 
是 V 中 任意 向 量 ,k 是 中 任意 数 , 则 称 o 是 了 到 六 的 同 构 映 射 , 称 了 与 
V' 同 构 , 记 作 VsV' 或 Va=V'. 

2. 由 定义 推出 下 列 性 质 ; 

(1)o(0) =0',0(-a) =-o(a); 
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(2) opa +t ho + + ka,) = ko(e,) + 有 aa) + + + 
k o(a,) ; | 

(3) ka, + ha +… + ka, = OGko(a) + ho(m) + + + 
k o ( w, ) = 0 3 

(4) @ aa, 线性 无 关 拓 ra ,oa ) Ca,) 线性 无 关 ; 

(5 ) 同 构 映 射 的 乘积 是 同 构 映 射 , 同 构 映射 是 可 逆 映 射 且 其 逆 映 
射 也 是 同 构 映射 ; | 

(6) 回 量 空 间 的 同 构 具 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ; 

(7)3 V = V',W 2 V 80 2z [B], (W) = [o(a)l e e W| ,WJ W 
= ce (W). 

3. 同 构 定 理 

设 了 是 数 域 尺 上 的 m 维 向 量 空间 , 取 定 了 的 一 组 基 el ,e,,…,e,, 作 
r:T 一 斑 ,ola) = [e], Ve eV, 其 中 a 在 该 基 下 的 坐标 为 [aj, 即 ,a 与 


a 在 e,,…,s, 下 的 坐标 对 应 , 则 o 是 双 射 , 且 保 持 线性 运算 ,从 而 Vs F". 
定理 ”两 个 有 限 维 向 量 空 间 V Ej V' 同 构 全 dimyY = dimV'. 


5.2 ”重点 和 难点 


本 章 的 重点 是 :向 量 空间 的 定义 , 基 与 基 变 换 , 子 空间 的 和 与 直 和 
向 量 空间 的 定义 由 公理 的 形式 给 出 , 它 是 本 章 讨论 问题 的 基础 与 
出 发 点 . 向 量 空间 的 性 质 的 推导 ,其 它 一 些 概念 的 建立 ,都 直接 或 间接 
地 依赖 于 向 量 空间 的 定义 . 因此 ,向 量 空间 的 定义 成 为 本 章 的 一 个 重点 
在 有 限 维 向 量 空间 的 理论 中 , 基 占 有 中 心地 位 . 若 有 限 维 向 量 空间 
不 是 零 空 间 , 则 了 含有 无 限 多 个 向 量 , 取 定 了 的 一 组 基 后 ,7 中 任意 一 
向 量 都 可 以 由 这 有 限 个 基 向 量 线性 表 出 ,从 而 实现 了 从 无 限 到 有 限 的 
转化 . 维 数 就 是 一 组 基 中 所 含 向 量 的 个 数 . 向 量 的 坐标 是 对 某 一 组 确定 
的 基 而 言 的 . 数 域 下 上 的 n 维 向 量 空间 V 到 F" 的 同 构 映 射 是 在 取 定 基 
的 情况 下 建立 的 . 基 也 是 向 量子 空间 的 一 个 研究 内 容 . 总 之 , 基 作 为 一 
个 重要 概念 , 既 贯 穿 于 向 量 空间 理论 的 始终 ,又 是 处 理 问题 的 一 个 基本 
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工具 . 同时 , 基 的 概念 既是 癌 量 组 极 大 无 天 组 概念 的 次 化 ,又 是 以 后 几 
章 中 建立 线性 变换 与 矩阵 的 一 一 对 应 的 桥梁 . 为 外 , 基 变 换 是 一 种 重要 
的 方法 ,过渡 和 矩阵 从 量 的 方面 刻 划 了 基 变 换 , 基 变换 引起 坐标 变换 ,以 
后 几 章 中 常常 用 到 基 变 换 . 因此 , 基 与 基 变 换 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

子 空间 的 和 ,是 本 章 的 一 个 重要 内 容 , 占有 较 多 的 篇 幅 , 其 中 直 和 
概念 更 为 重要 .将 疝 量 空间 分 解 为 其 子 空间 的 二 和 ,是 一 种 重要 的 人 研究 
方法 ,在 以 后 的 讨论 中 还 要 多 次 用 到 . 另外 ,和 与 直 和 的 思考 方法 ,是 代 
数学 中 的 重要 方法 ,其 实质 就 是 由 局 部 来 研究 整体 ,在 代数 学 的 其 它 分 
支 中 也 经 常用 到 . 因此 , 子 空间 的 和 与 直 和 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

本 章 的 难点 是 :向 量 空间 的 同 构 , 维 数 公式 , 子 空间 的 直 和 . 

同 构 映 射 的 定义 中 首先 用 到 了 映射 的 概念 ,而 映射 概念 本 身 是 较 
难 理解 的 ;其 次 ,不 但 要 求 映 射 是 双 射 ,而 且 还 要 求 保持 线性 运算 ,这 样 
将 映射 与 运算 联系 起 来 ,是 较为 复杂 的 . 另外 ,具体 建立 两 个 给 定 回 重 
空间 之 间 的 一 个 同 构 映 射 是 较为 困难 的 工作 ,尤其 对 于 无 限 维 向 量 空 
间 更 是 如 此 ,没有 一 般 的 方法 ,而 仅仅 依赖 于 灵活 性 与 技巧 性 . 因此 ,站 
量 空 间 的 同 构成 为 本 章 的 一 个 难点 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 分 析 同 构 
映射 的 定义 ,熟悉 其 各 条 要 求 ;(2) 通 过 证 明 数 域 记 上 的 n 维 向 量 空 间 
V 与 F" 同 构 , 紧 扣 同 构 映 射 的 各 条 要 求 ,进一步 加 深 理解 ;(3) 研 究 一 
些 具体 例子 ,总 结 证 明 同 构 的 方法 与 技巧 . 

维 数 公 式 , 尤 其 是 推广 了 的 维 数 公式 ,不 容易 证 明 , 更 不 容易 得 到 ， 
并 且 ,证明 的 过 程 也 较 长 . 因此 , 维 数 公式 成 为 本 章 的 一 个 难点 . 解决 困 
难 的 方法 是 :(1) 反 复 推 荐 证 明 过 程 ,真正 弄 懂 归纳 出 主要 思路 ;(2) 找 
两 个 具体 的 子 空间 ,算出 维 数 ,验证 维 数 公式 ,从 而 ,增加 感性 认 误 ,并 
有 助 于 牢记 公式 ;(3) 分 析 维 数 公 式 的 推广 过 程 ,并 结合 两 个 子 空间 的 
情况 去 思考 ,两 个 子 空间 时 的 关键 是 从 它们 交 的 基 出 发 . 

子 空间 的 直 和 ,是 在 和 的 基础 上 附加 条 件 得 出 的 ,不 容易 理解 ,而 
有 目 , 相 互 等 价 的 条 件 很 多 ,比较 复杂 ,因此 子 空间 的 直 和 和 成 为 本 章 的 一 
个 难点 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 从 交 为 101 的 条 件 出 发 ,体会 子 空间 之 
间 的 关系 ,理解 吉 和 的 含义 ;(2) 通 过 研究 熟悉 的 例子 来 加 深 理解 ;(3) 
通过 研究 各 种 等 价 条 件 ,返回 来 进一步 理解 下 和 的 定义 . 
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53 例题 解析 


5.3.1 问 量 空间 

判定 所 给 的 集合 对 于 所 给 的 法 则 是 否 作成 向 量 空间 ,要 从 定义 出 
发 得 出 结论 ,并 且 , 当 作成 向 量 空间 时 要 了 逐条 验证 , 当 不 作成 回 量 空间 
时 举 反 例 说 明 某 一 条 不 成 立 . 

例 1 按照 矩阵 的 加 法 及 数 与 矩阵 的 乘法 ,下 列 集合 是 否 构 成 F 
上 的 向 量 空间 : | 

(1) 上 所 有 m xz 矩阵 的 集合 VV; 

(2) Ff 上 所 有 nn Bn WSB PEEB 3E S V, . 

解 (1) V, 作成 上 的 向 量 空间 . 

首先 ,0 = (0)，，e Vi,V 3EZ. 

其 次 ,对 于 任意 4 = (a), B = (by)m e V,,k e F , 

A+B = (a; +b;),, € Vi,kA = (ka;,),, € V... 

再 次 ,对 于 任意 4,B,C e Vi,k,l e F, 由 矩阵 的 运算 性 质 知 , 成 
jM. : 

(DA +B=B +A;Q@( A + B) +C = À + (B + C) ;(3) 存 在 0 = (0) 
Ee V,,A +0 = (a; +0),, = (a;),, = 4 人 则 对 任意 4 = (ay)m e V., 
存在 -4 = (-a;)m, eV, 使 得 4+(-4) = (a; + ( —a;)),. = (0), 
= 0; @k(A + B) = 上 A+ kB ;@)( k + I)ÀA = kA + IA; Ok ( TA) = (kl)ÀA; 
@JA = A. 

(2) V, 不 作成 下 上 的 回 量 空 间 . 

A=1,B=-leV,, 但 4+B=0 ¢V,. 

例 2 设 V 是 正 实数 的 集合 ,规定 :对 于 任意 的 a,B e V, GOB = 
apB; 对 于 任意 的 a eV, 任意 的 k eR ,koa = B" ,证 明 V 是 R 上 的 向 量 空 
ju]. | 

证 明 了 显然 非 空 ,并且 ,所 规定 的 两 个 法 规 分 别 是 了 的 加 法 与 及 
和 了 的 数量 磁 法 . 

又 对 于 任意 a,8,y e VIR k l e R ,有 
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(ia 中 8B=a=pa=p 由 ai 
(2) (ez @B) BY = (oaB)y = o(8y) = a @ (8 @>); 
(3) 1G@aoa = la =a,1l1 是 了 中 的 零 回 量 ; 


(4) ea = 二 "a = 1, 一 < 了 是 ce 的 负 向 量 ; 


(5) io(a 图 6) = io(ag) = (a8)' = aB = (ko) @ (ko); 

(6) (k + Doa = a =aa = (ka) @ (ba) 

(7) ko(hba) = ke( G) = (ae) = a” = a" = (kl)oq ; 

(8) la =a = c. 

因此 ,了 作成 R 上 的 向 量 空间 . 
5.3.2 基 与 维 数 x 

1. 按照 定义 求 向 量 空间 的 基 和 维 数 

根据 基 的 定义 ,如果 能 求 出 所 给 向 量 空间 的 一 组 线性 无 关 的 何 量 
组 , 且 空 间 中 每 一 向 量 均 能 由 其 线性 表示 , 则 这 组 线性 无 关 的 问 量 即 为 
所 给 向 量 空 间 的 一 组 基 . 要 找 出 这 样 一 组 线性 无 关 的 回 量 ,首先 找 出 加 
量 空间 V 中 一 组 向 量 ,使 得 V 中 任意 一 向 量 均 可 由 该 向 量 组 线性 表示 ， 
然后 再 证 明 此 回 量 组 线性 无 关 . 

例 3 求 下 列 各 向 量 空间 的 维 数 与 一 组 基 : 

实数 域 上 由 和 矩阵 4 的 全 体 实 系 数 多 项 式 组 成 的 空间 ,其 中 


1] 0 0 
À = [ ¿2 0 | ,0 = 二 
0 0 ww 
解 因为 wo = =l t Bi ,所 以 w”= -li = 1, 由 此 可 得 
I `*in = 3k 
A -1 当 n = 3k + 1. 
A* 当 n = 3k +2 
于 是 ,每 个 关于 4 的 多 项 式 都 可 由 在 ,4,7 线 性 表示 ,又 若 记 4 + k,À + 
k,l = 0,Bh 
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1 0 O 1 0 0 1 0 0 0 0 0 
| 0 | k, 0 mw O I+ s [ ] J [ 0 0 
0 0 w 0 0 o 0 0 1 0 0 0 


k +k, + k, = 0 1 1 1 
得 sa, + kw +k, =0,8N2]o w 1 和 0, 所 以 后 = k, = k, = 
kw+kw + k, = 0 w w 1 


0 ,这 说 明 4 ,4, 线 性 无 关 , 从 而 4 ,4,1 是 一 组 基 , 空 间 的 维 数 是 3. 

例 4 设 Y= |(aa，…as)1la e Cl 为 实数 域 上 向 量 空间 , 求 
V 的 基 和 维 数 . x 

解 取 e = (1,0,…,0),s, = (0,1,0,…,0),…,e, = (0,0,::-,1); 

m = (i,0,::,0),m = (0,i,0,.%,0), ,7, = (0,0,--,i). 
ike = (a, +bi,a, + bi,…,a, + bi) 为 了 中 任意 一 向 量 , 则 

e = a,e, +aoc + ' + a,e, + bm + b,m, 十 … + b,m,: 

又 若 有 ke, + k,e, + + ke + lm, + L+ + + Ln, = 0 ,其 中 天， 
leR,(i=1,2,…,n), 则 有 (ki +li,k, + i,… k. +13) =0, 于 是 
k +li =k +Li= + =k +hi=0, 故 hk = k, = = k, = l, = 
=l = 0, 即 &, ,es,,… ,6 ;1 ,72，"… ,1s 线性 无 关 , 从 而 为 V 的 一 组 基 ， 
且 维 V = 2n. 


例 5 在 R“ 中 , 设 4= [° .) $ AG) = AM -1M4, 则 4 是 R22 
的 一 个 线性 变换 , 求 4 的 核 的 维 数 和 一 组 基 . 
解 设 ( 7] s 4 (0) 则 


(0 J; 2) Ú = (0 JÚ ÁG 6 3) 


所 以 有 人 °” , 令 y = 0,v=1 解 得 x = 1,u = 0, 所 以 4 三 
xX+yy~v=0 
l 0) ~ ¿ -1 1 

x = = = 一 ]， = 0, A = , 故 
lo e 1,v = 0 解 得 x u PL A, (» °) 


A 1(0) = L(A,.,A,),E AT (0) = 2, 旦 |4,,4,| 为 其 一 组 基 . 
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BJ6 设 V, 多 是 数 域 记 上 的 两 个 向 量 空间 , 且 dimV = n > 0, 
dimW = m >0.#£EVx W = i(x,y)1ix eV,y e Wi ,并 且 规 定 :(x,y) 
= (zx1,71) 当 且 仅 当 

Y= XY = Yi, 
(X171) DB (x%,,y,) = (xw, +tx;,y, +Y2) ,ho x,y) = (kx,ky),k e F. 

证 明 :(1) V x W XJ 全,。 作 成 上 的 向 量 空间 . 

(2) dim( V x W) = dimV + dimW. 

证 明 (1) 根 据 向 量 空间 的 定义 验证 ,从 上 略 . 

(2) 设 x ,Xi ,X, Ejy y. yn 分别 是 了 与 多 的 一 组 基 , 则 (x,， 
0) (0) (xs0), (0,71),(0,7),…, (0,y,) 是 Vx 下 的 一 组 
基 . 


B b. k k, k ,lb € 下 ,使 > k.(x,,0) @ 2 (0, 
J=1 


y) = 00) M(B ka Bi = ( = (0,0), 并 ta = 0, xi > = 0, 从 


Ik =k =… =k =0) =l, =+ =l =0 所 以 这 郊 二 下 个 向 量 
线性 无 关 . 


其 次 ,对 于 任意 的 (a,B) e VxW, 由 a e V,B e W 得 a = Y ax, 
p 一 Ebonb, E F,i = 1,2, sn = 1,2,.…,m, 从 而 (a,B) 一 


(Yai, Tb) = ail, 0) @ Xb(0,y); 

因此 ， + m 个 问 量 作成 Vx 取 的 一 组 基 ， dim(V xW) = n +m 
= dimV + dimW . 

2. 线性 包 ( 生成 子 空 间 ) 的 基 与 维 数 的 求法 

由 于 线性 包 中 生成 元 已 知 ,这 样 它 的 一 个 极 大 无 关 组 就 是 线性 包 
的 一 组 基 , 此 向 量 组 的 秩 就 是 其 维 数 . 所 以 求 线性 包 的 基 人 雪人 和 
求 其 生成 元 的 一 个 极 大 无 关 组 . 

例 7 在 向 量 空 间 庆 中 , 求 由 下 列 a,(i = 1,2,3,4) 生成 的 子 空间 
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的 基 与 维 数 . 
a = (2,1,3,1),e, = (1,2,0,1) ,m3 = (-1,1, -3,0),o = (1,1,1,1). 
解 以 向 量 ai ,a w, ,ay 为 列 作 和 托 阵 4, 并 对 4 进行 初等 变换 


2 1 -1 1 2 1 -1 1 2 1 -1 1 
A -| 2 l 1 -3 0 3 -1 0 0 0 0 
3 0 -3 1 3 0 -3 | 3 0 -3 1 
l 1 0 1 -1 0 2 0 -1 0 2 0 
-1 1 2 0 0 1 0 O 
0 0 0 O 0 00 0 5 
3 0 -3 1 0 0 3 1 
-l1 0 2 0 -1 0 2 0 


显然 , B 的 秩 是 3 且 第 1,2,4 列 线性 无 关 , 因 而 构成 一 个 极 大 无 关 组 , 故 
在 A 中 Ql ;QO ,Oa 为 极 大 无 关 组 , 且 是 L(a, | G, , 5 ,Q4 ) 的 一 组 基 , 其 维 
数 是 3. 


例 8 设 V 为 由 1,V7 ,3 ,6 生成 的 有 理 数 域 Q 上 的 向 量 空间 , 求 
V 的 维 数 和 一 组 基 
解 ” 因 为 了 中 每 一 向 量 都 可 以 由 1,VI,V5 ,V6 线性 表示 ,车 1,Y2， 

5 ,线性 无 关 , 则 可 作为 了 的 基 事实 上 ,1,VZ 是 线性 无 关 的 ,因为 由 
k, + 及 = 0 可 知 必 有 用 = 0,02 = -了 ,而 V7 是 无 理 数 ,此 为 巴 


盾 . 故 六 = 0, 因 而 h =0. 若 站 + 有 TiV3 = 0,k,,k,,k, e Q, 可 
得 上 +k, = - k, ,两 边 平方 后 得 (后 + 2k2 - 31) + 2k k,/2 = 0. 
因为 1,2 对 9 线性 无 关 , 故 kk = 0, +2l -3 有司 = 0. 如 果 = 0, 
M) k, =0 且 及 -3 及 =0, 这 是 不 可 能 的 ,因为 V3 是 无 理 数 . 同 理 可 证 所 
> 0 也 是 不 可 能 的 ,所 以 后 = k, = 0, 于 是 有 = 0, 即 1,V2 ,V3 ,在 Q 上 
线性 无 关 , 最 后 若 + kV2 +k, +k,/6 =0 可 得 + kV2 = 一 V3 (k, 
+ kV2)(hk ,ky,ks ee Q), 如果 所 p k, 中 有 一 个 不 为 零 , 则 可 得 


hh +h 22 __ 5 .经 分 母 有 理化 可 得 : 1+ m 2 = -3, 其 中 1 与 mm 是 
k, + k, 2 
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有 理 数 ,这 说 明 1 ,V2 ,V3 RAE, 358358 kk k, = 0,h = 0. 从 而 
! =k, =0, 于 是 ,1,v2 ,v3 ,/6 在 Q 上 线性 无 关 , 所 以 作成 了 的 基 ,7 的 
维 数 为 4. 

#J9 求 下 列子 空间 W 的 一 组 基 ， 

x+y+3z+3u =0,x +2z +u = Ü 
f = 2222 x 3y 5 +u = 0,y +z +2u = | 

解 ” 求 出 生成 元 的 分 量 x,y,z,u 所 满足 的 上 述 方 程 组 的 一 个 基础 

解 系 就 是 克 的 一 组 基 ,用 初等 行 变 换 求 之 ,由 


= 4i， 


l 0 2 1 
0 1 1 2 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
H A, 得 一 个 基础 解 系 即 为 下 的 一 组 基 :;a, = ( —2 
l, -2,0,1) . 

3. 利用 维 数 公式 求 交 、 和 的 基 与 维 数 

区 V, = L(e ,0,),V, = L(B ,3B,) , 求 V, Y VV + V, 的 基 
和 维 数 . 由 于 V, ,V, 已 是 生成 子 空间 的 , 故 可 分 别 求 出 V, , V, 的 基 ,再 求 
太 站 太太 + 及 的 基 , 因 为 态 , 肥 的 生成 元 合成 一 组 就 是 六 + V, 的 生 
成 元 ,所 以 关键 求 V, 六 V, 的 基 和 维 数 ， 

为 方便 计算 ,不 妨 设 ia as 5518... 8.1 分 别 是 VY 5 V, B 
基 ,V,V, e FF. 则 y e VN VeyIk ,k,l E 天 使 得 y = k'a, 
+ +ka,= 1B+… +I8B k kD 是 问 量 方 程 x + 


,—1,1,0),a, = ( — 


.. + XQ, -YB — °`" ~ y B, 一 0 的 解 k, ,kk A 是 方程 组 
x, | 
(Qi C, — BI,*…, _ B.) %: = 0 的 解 . 
y 
y, 


设 4 一 (G, C, -Bi ,…,， -8B,), 对 A 进行 初等 行 变换 得 的 列 加 
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量 组 的 一 个 极 大 无 关 组 在 4 中 相应 的 列 向 量 是 V+ V, 的 一 个 基 . 维 
(V +V,) = #k A. 


而 4 =| |=0 的 一 个 基础 解 系 中 的 解 同 量 确定 的 一 组 癌 量 是 


Y, 
rn V, 的 一 个 基 . 
维 (V n V,) = # V, + E V, — ##(V, + V,) =s+t~- 秩 4. 
若 给 定 的 生成 元 组 线性 相关 , 则 分 别 求 出 基 ,再 按 上 法 做 . 
例 10 É V, = L(e,,e,) ,7 = L(B, B, ) ,其 中 Ql = (1,2,1,0), 
a = (-1,1,1,1),8, = (2, -1,0,1),B, = (1, -1,3,7), 求 V+V， 


1 -1 -2 -—-1N > 
2 1! ] l | >x, 

=Q (1 
s 73]. 
0 1 


| x, 
解 因为 (a 02， - B, B.) y I | 
y, 0 一 3 


Yi 

y -1 一 /人 入 
1 -1 -2 -1 100 1 

1 _|2 1 1 1 | 行 初等 实效 |0 1 0 -4 
1 1 0 -3 001 3 
0 1 -] .一 7 0 0 0 0 


所以, aa ,=-pB Es V, + V, Bj— "358, 3E(V, + V,) =3, 求 得 (1) 的 一 
个 基础 解 系 (-1,4, -3,1) 所 确定 的 癌 量 y = - e, +4a = - 38, + B, 
= ( -5,2,3,4) AE V, ñ V, BJ38. #E( V, Y V,) = 1. 

例 11 设 aw = (1,2,1;,0),as = ( -1,1,1,1) Bn, = (2, -1,0, 
1),8, = (1, -1,3,7) , 试 求 Laiy az) MN L(B, ,B, ) 的 一 组 基 与 维 数 . 

解 (1) L(a: ,az2 ) 为 2 维 的 ,L(pB, B, ) 为 2 维 的 , 可 求 得 L(oa,, 
oa ) + 上 (Bi,B,) 为 3 维 的 ,从 而 ,由 维 数 公式 得 L(a az) Q L(8, B.) 
为 1 维 的 . 
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(2) 帮 a e L(a,,e,) O L(8, B.) , 则 可 设 ac = za +x,@, = — y B, 

- yB, , 即 xial + x,G, +yiB + y,B, = 0 ,得 方程 组 

xi — X; +2y) + y, = Ü 

2x, +x, - y, - y, = O 

x, + x, + 3y, = Q 

x, + y, + 7y, = O 
解 得 zx = y,,x; = —4y,,y, = 一 372 ,7 为 任意 数 ,从 而 a = ya -47zas 
= 3y,B, - 7,»B, . 

(3) 上 面 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 其 基础 解 系 由 一 个 解 同 量 组 
成 , 取 (1, -4, -3,1), 从 而 ac = e, -4a = 38, - B, = (S, -2, -3, 
4) 因此 (5, -2, -3,4) 是 L(ai ,Qs) 由 L(Bi,B,) 的 一 组 基 . 

5.3.3 向 量 的 坐标 

1. 待定 系数 法 求 向 量 的 坐标 

待定 系数 法 就 是 将 向 量 a 由 基 向 景 线性 表示 时 ,其 系数 用 ”待定 - 
的 形式 ,然后 根据 具体 向 量 空间 元 素 的 特点 , 求 出 这 些 系 数 ,从 而 求 得 
向 量 在 该 组 基 下 的 坐标 . 

例 12 ZEF' 中 , 试 求 a = (1,2,1,1) 在 基 

e, = (1,1,1,1),e, = (1,1, -—1, -1), 
s = (1, -1,1, -1),#, = (1, -—1, -1,1). 
下 的 坐标 . 
解 设 a = xie, + xe, + X3E3 + xw,e,, 
X, + x, + x, + x, = ] 
Xi + x, — X, — x, = 2 
X, 一 % + X, — X, = l 


l ..... 
X3 = Na = 一 本 ,这 就 是 w 在 el,ez,ese 于 的 坐 


2. (Ë BJ ils kE E£ ,用 坐标 变换 公式 求 出 向 量 的 坐标 . 
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求 过 渡 和 矩阵 的 方法 是 :(1) 根据 过 渡 和 矩阵 的 定义 直接 求 出 ;27) 引 


人 第 三 组 基 , 根 据 过 渡 抢 阵 的 性 质 求 出 . 


例 13 在 向 量 空间 F° 中 , 求 由 基 ze ,es， ,2324 到 基 7 > T]o > T] > T]4 


的 过 渡 和 矩阵 ,并 求 向 量 a 在 指定 基 下 的 坐标 . 


€, 一 (1,0,0,0) Th = 
一 0 1 0 O = 

(1) £ ( 二 93” 3 ) Tl 
23 一 (0,0,1,0) T] 一 

£4 一 (0,0,0,1) Ya 


£| 一 (1,2, _- 1,0) 7] 
= (1, -—1,1,1 
(2) €> ( ) 1] 
£3 = (-1,2,1,1) 773 
C4 一 (-1, -1,0,1) T] 


(x 一 (1 ,0 ,0,0) 在 el ,8; ,23 3 4 下 的 坐标 . 
解 (1) 因 为 


nD! = 2e, + e, — 6; 十 24 
7 = 38, + 23 
73 = 58, +3e, + 253 + es 
m1 = 68, + O68, + 8, + 3e, 
2 0 5 
RC ,m2 ,m3 ;74) = (&1,6, ,83,64) ?2 
-1 1 2 
1 OÜ 1 


故 由 基 e. ,e;,s;,E4 到 基 7 ,7 ,73 ,m4 的 过 渡 和 矩阵 


(2,1, _ 1,1) 
(0,3,1,0) 
(5,3,2,1) 


x = (6,6,1,3) 
Q = (x, ,X,,X5 ,YX4 ) 在 基 7? + T] Wfk » 74 下 的 坐标 . 


= (2,1,0,1) 
= (0,1,2,2) 
= (-2,1,1,2) 
= (1,3,1,2) 


6 
6 
] 
3 

为 
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l 9 -27 -33 
1| 1 12 -9 -23 
2 9 0 0 -18 

-7 -3 9 26 
T) , T) + Da 下 的 坐标 为 (7 ,7 3 ,74 ) ,显然 a = (x, , X , Xa ,X4 ) 在 e, E23 
e;,64 下 的 坐标 为 (xi ,zx ,x3 ,x4) ,由 坐标 变换 公式 有 


, 设 a 一 (xi ,TX ,Xs ,Xa ) fm, 


y! x! 12 9 -27 -33N[ 21 
y> _] | 12 lí 1 12 -9 -231] x 
= 4 = — 
y. x, 一 一 3 9 26 Zlx, 
从 而 


7 ] ] 26 
y, >= 57 9 2 + y + >74 
为 a 在 基 17) > T]o >T] + 74 下 的 坐标 . 

(2) 求 过 渡 和 矩阵 (上 略 ) 

K a 在 s,s;,E3,E4 下 的 坐标 ,我 们 知道 a = (1,0,0,1) 在 e = 
(1,0,0,0),e, = (0,1,0,0),e, = (0,0,1,0),e, = (0,0,0,1) 下 的 坐 
标 为 (1,0,0,0) ,而 @, ,es ,e; ,es 到 e ,se, ,E23 e, 的 过 渡 和 矩阵 为 

] ] -] 一 | 


2 一 ] 2 一 
( 22 E3E4) = (el,e,,e3,e4) ; 


故 wa 在 es,e,,esi,2: 下 的 坐标 为 
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0 ] 1 1 0 
5.3.4 空间 分 解 
1. 判断 两 个 子 空间 的 和 是 直 和 的 方法 
已 知 两 个 子 空 间 的 和 ,要 判断 这 个 和 是 否 为 让 和 ,一 般 地 是 根据 和 
是 直 和 的 充 要 条 件 去 判断 ,常用 的 方法 是 判断 两 个 子 空间 的 交 W, rn 
W, 一 10| 是 否 成 立 . 


例 14 设 在 向 量 空间 F” h,W, = (A| Xa, = 0},W, = [AI I 
为 单位 矩阵 ,和 A e F| 为 天 ”的 子 空间 ,证 明 W + W, 是 直 和 . 

证 明 VA e W, D W,,JNJA e W. BA e W,,IN3S A e W,,IJ A 
= AI,XAe w, BCE Y a, =nÀ =0, 所 以 人 =0, 即 4 = 0,48 W, 
NN W, = 101 ,所 以 W + W, =E BA. 

例 15 m8E W, = [A| > 。 - 0), i W, 为 Fem 中 全 体 对 角 阵 组 


成 的 子 空间 , 则 W, + W, 不 是 直 和 . 
1 


证 明 ”只 需 举 一 反例 ,因为 0 e W, n W,. B 


| 0 
W, n W, 关 |0| , Am W, + W, 不 是 直 和 . 
2. 空 间 直 和 分 解 的 方法 
设 V 为 数 域 上 的 向 量 空间 ,W, 和 于 是 了 的 子 空间 ,要 证 Y = W. 
人 了 凤 , 通 常 分 为 两 步 来 证 , 先 证 Y = W, + W, ,再 证 WW 个 W, = 101 ,或 
在 有 限 维 空间 时 改 证 , 维 V = 维 币 + H: W, , 1483 W. n W, = 101 的 
证 明 . 
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例 16 设 Me F"# f(x) e F[x],g(x) e FLx] ,有 (f(x),e(x)) 
=1,4 = AM),B = g(M) ,WW,W, ,WW 分别 为 方程 组 4BXY = 0,AX = 0, 
BX = 0 的 解 空 间 , 求 证 :WW = W, @ W.. 

证 明 ” 先 证 WW = W, + W, 

由 于 fCM)g(M) = g(M)f(M), 即 4B = BA4, 从 而 有 AX = 0 二 BAX 
= 0=ABX = 0, 所 以 WW C 屿 , 同 理 可 证 可 CW, 故 有 Wi + W, C W, 
又 由 (A(x) ,g(x)) = 1, 所 以 存在 多 项 式 wu(x) ,v(x), 使 u(x)f(x) + 
v(x)g(x) = 1, 所 以 w(M)A(M) + v(M)g(M) = IQ. 对 任意 a e W, 
ABa = 0, ED f(M)g(M)a= = 0 Q, # Q sk ae = uM)f(M)a + 
vCM)e(M)a = e, +a, 其 中 am = u(M)/(M)e,a, = v(M)g(M)a, 由 
© 和 Me(M)a, =u(M)/(M)g(M)e =0, 所 以 Ba =0,a e W,, 同 理 ， 
f(M)e, = 0,Aa, = 0 ,所 以 x, E W ,这 样 a 8 W, + W, ,BJ| W C W, + 
W,. 综合 上 述 可 得 WW= W, + W, . 

再 任 取 a C W, ñ W,, BÉ Z Aa = O,Ba = 0, 所 以 AM)a = 0, 
 g(M)o = 0, A Q KS a = wu(M)f(M)a + o(M)g(M)a = 0. 从 而 
W. ñ W, = |0] ,#& W = W, @ W, . 

3. 维 数 公式 在 空间 分 解 的 应 用 

对 于 有 限 维 回 量 空间 ,可 利用 维 数 公 去 ( 维 了 = 维权 + 维 瑟 ) 将 
空间 进行 直 和 分 解 F) = W, @ W, . 

例 17 证 明 , 如果 V =V @V,,V, = VW @ V,, , 则 V = V, WV, 
@ 六. 

证 明 由 题 设 知 Y = V, + V,, + V,. 因为 V = V, @ V,,PjrL12E V = 
2Ë V, + #E V,, X V, = Vu @ V,, ,Pr 18k V, = #ËE V,, + 维 Vi,, 从 而 维 V 
= 维 V + 2 V, + ## V,. BI V = V, @ V,, G V, . 

4. 生成 子 空间 在 空间 分 解 中 的 应 用 

利用 线性 包 将 空间 进行 分 解 ,主要 是 将 空间 分 解 成 一 些 生 成 子 空 
间 的 直 和 . 

例 18 (1) 证明: 每 一 个 n 维 向 量 空间 V 都 可 表 成 n 个 一 维 子 空 
间 的 直 和 ; 

(2) 对 了 中 任意 一 子 空 间 Vi, 均 有 子 空间 六 ,使 V = V, G V. . 
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证 明 (1) 设 aa ,as 是 n 维 同 量 空间 VY 的 一 组 基 , 显然 
Za),Loa) Las) 都 是 一 维 子 空间 , X Lalaz，…aas) = 
L(g ) + L(a,) + + L(a,) = V. B## L(eo,) + £ L(a,) +…+ 维 
L(ae,) = 维 V, 所 以 VV = Zal) @ L(a,) @ :OL(a,). 

(2) V, 的 一 组 基 a as ,… ,a ,把 它 扩 充 为 V 的 一 组 基 a ,…， 
QO 令 V = LQ, 0) , 则 有 V = V+L(a,n,… G.) = 
L(y ,QQ C.) ;又 维 V+ 维 V = 维 V, 所 以 V = V @ V, . 
5.3.5 同 构 

证 明 向 量 空间 同 构 的 一 般 方法 是 :构造 一 个 映射 ,而 后 按 定 义 验证 
该 映射 是 同 构 映射 . 对 于 有 限 维 的 情况 ,也 可 以 证 明 维 数 相等 , 按 和 定理 
判定 同 构 . 

例 19 ”证明 实数 域 R 作为 自身 上 的 向 量 空间 与 向 量 空间 TV 同 构 ， 
其 中 :V 是正 实 数 的 集合 ,规定 :对 于 任意 的 a,B e V,a @B = aB; 对 于 
任意 的 a eV ,任意 的 ke R koa = B. x 

证 明 1 对 于 V,1 是 其 零 向 量 . 取 a 8 V,a 1, 则 4a 线性 无 关 . 又 
对 于 任意 5 e V,# k = log. ,使 b = jioa. 所 以 ,aa 作成 了 的 一 组 基 ,从 而 ， 
V 是 一 维 的 . 而 R 作为 其 自身 上 的 向 量 空间 也 是 一 维 的 . 因此 , 根据 定 
理 知 R = V. 

证 明 2 作 e:R-Y,o(x) =2*,Vx e R. 显然 ,go 是 映射 , 且 吻 证 
是 双 射 ,从 略 . 又 对 任意 的 xz,yeR,eR, 有 oz+y) =2 ”=2 2 
= 22 @2” = o(x) Bo(y) ,okx) = 2* = (2) = k2* = io(x), 因 
此 ,o 是 同 构 映射 ,从 而 R = V. 

例 20 了 与 有 分 别 是 数 域 尺 上 m 与 严 维 向 量 空间 , ia ,…，,a。| 与 
|, 8.1 分 别 为 了 与 多 的 基 . L(V,W) 是 所 有 由 了 到 W 的 线性 映射 
的 集合 ,对 线性 映射 的 加 法 与 数量 乘法 构成 的 向 量 空间 . uEBH:LOV, 
W) 与 M,.( F) 同 构 . 

证 明 和 欲 证 L( V,W) 与 M..( F) 同 构 , 只 须 在 其 两 者 间 建 立 一 个 


同 构 映射 . 为 此 ,由 U e L( V,W) 有 cai) 一 >, 03Bi sj = 1,2,--: n. 确 
定 惟一 的 mxn 和 矩阵 4 = (a;),, € Mm(F) ,于 是 jx 一 4 Yo e L(V， 
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W) L(V,W) 到 M (FE) 的 一 个 映射 ,并 且 是 线性 映射 . 事实 上 , 设 c， 
r e L(V,W) ,有 
oA = (a;);7—B = (b;), 


其 中 ICai) 一 > oa 一 l, n,r(e;) 一 > b,B,.j = 1,…,n, 由 此 


可 得 (cc +7)(a) = ca) + T(G) = 5 ojp + 5 bp, = > (a, + 


DB = 1,--: ,n. 因而 ogo +7 一 4 + 下 , 同 理 可 证 pr 一 kh ,YE e 
L(V,W). 
欲 证 f 是 一 个 同 构 映 射 , 只 要 了 是 一 个 双 射 即 可 . 对 此 ,VA e 


M..(F) , 令 4 = (a;) ,定义 go:V 一 W;é 一 ` ca — 5 > aicj; £p M] c 
了 = 上 i=l /=1 


是 V 到 多 的 一 个 线性 映射 , 即 o e L(V,W). ki (a) = X a,B,, 
j= 1,2,…,n. 进而 使 /Lo) = 4 成 立 , 故 f 为 LCV,W) 到 M., (F) 的 满 
射 ; 同 时 ,还 是 LCV,WW) 到 M,, (F) 的 单 射 . 这 是 因为 ,车 f/(o) = 4 = 


(a) A7) = B = (by), 且 4 = B, 则 VE e V, £ = Yoo ,使 


o(E) = > > oop = y 2 bB, =T(zE) ,从 而 ogo = +. BX f s L( V, 
W) 到 M... (F) BJ]JESERSP EI L(V,W) 与 M..( F) 同 构 . 


5.4 ”练习 题 及 答案 


5.4.1 练习 题 

1. 设 n 是 固定 整数 ,V 是 数 域 尺 上 所 有 次 数 等 于 的 多 项 式 的 集合 . 
证 明了 对 于 多 项 式 的 加 法 及 数 与 多 项 式 的 乘法 不 作成 上 的 癌 量 空间 . 

2. 判别 以 下 集合 对 于 所 指 的 运算 是 否 构 成 实 向 量 空间 : 

(1) 直觉 空间 中 不 平行 于 某 一 平面 的 全 体 向 量 ,对 于 问 量 的 加 法 
和 数 积 . 

(2) 主 对 角 线 上 各 元 之 和 为 零 的 n BHEE EF 00 2 IK , xF JT kE ËF BU h 
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法 和 数 积 . 
3. 求实 数 域 上 由 和 矩阵 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 组 成 的 空间 的 维 数 和 


a, 


一 组 基 ,其 中 4 = ai a (i> J),a, e R. 


4. 求 数 域 F E 3 个 未 知 量 的 于 次 齐 次 多 项 式 所 组 成 的 回 量 空间 了 
的 维 数 及 相应 的 基 . x 
5. 求 R° 中 由 下 列 向 量 生成 的 子 空 间 W 的 一 组 基 : 
a = (1, -10D)7 oo = (0,12, -1 =(-10,10) ,aa = (1, -13;1) 
并 把 其 余 向 量 用 该 组 基线 性 表示 . 
6. 求 R" 的 下 列子 空间 的 维 数 和 一 组 基 : 
W = |x, x.) | x + +x, = 0x px € RI. 
7. 设 Qi,@y,…,Q, 与 Bi,B,，…,B, 是 扬中 两 个 向 量 组 . 试 证 :假如 
这 两 个 向 量 组 都 是 线性 无 关 回 量 组 ， A s 间 Lo ,a,) NL(B,, 
,BbB,) 的 维 数 等 于 齐 次 线性 方程 组 alx; +… + ax, +BiyY +… + B,y, 
= 0( * ) 的 解 空 间 的 维 数 ( 其 中 wa Bl = 1,…,s;] = 1, t 都 是 列 问 
量 ). | 
8. 在 向 量 空间 F° 中 , 求 下 面向 量 a 在 基 el ,ez ,si,e4 下 的 坐标 : 
e = (00.0,),e = (1,1,0,1),e, = 213,1))e = (1,1 00),e, = (0,1, -1, - 1). 
9. 在 已 [x] 中 , 求 向 量 1 +x +x 关于 基 1,x -1,(x -2)(x — 1) 
的 坐标 . 
10. 设 实数 域 R 上 二 元 数列 的 集合 ,对 下 列 计 算 : 
(a,,b,) @ (a,,b,) = (a, +a,,b, +b, +a iG); 


ko(a,,b ) = (ka, ,kb, = l) ar). 
构成 R LijB EB] V. 而 复数 起 C BP SB R 上 向量 空间 试问 
C 作为 向 量 空间 与 Y 是 否 同 构 ? 车“ 是”, 则 建立 它们 间 的 一 个 同 构 映 
射 , 并 加 证 明 . 
11. 在 向 量 空间 R° 中 , 设 
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= I(a,b,0)la,b e RI ,W, = |(0,0,c)1 ce R|, 

为 R 的 子 空 间 , 且 有 R: = W, + W,,BEB] , W, @ W, = R°. 

12. 设 F°) 是 数 域 玉 上 的 维 列 空间 ,4 E F EB n BFDEBE i 

W = {Ax| Vx e FO] W, = {x| Ax = 0,x e F°]. 

证 明 , W, 与 W, 是 天 ”的 子 空 间 , 当 人 4 是 寡 等 阵 时 ,(4- = A) , 则 有 天 ” 
= W G W, . 

13. 设 了 = 尺 , 克 =ZLaa ,其 中 = (2,1, -1,3),a = ( -1, 
“0,1,2), 求 下 的 一 个 余子 空间 W'. 

14. 设 多 为 数 域 放 上 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 非 平 几 子 空间 ,证 明 :W 
在 V 中 有 不 只 一 个 余子 空间 . 

15. i& V, ,V, 89 V. ( F) 的 两 个 子 空间 . 厂 dim(V + V, ) = dim( V rn" 
V,) + 1, V, Ú V, E: V. ( F) 的 子 空间 . 

16.(1) 证 明 在 F,_, [z] 中 ,多 项 式 
f. = (x 一 a) .(x 一 a, ) (x 一 a, )'u(xz=-a ) i =1,2,…,n 是 一 个 基 ， 
其 中 a ,… ,a, 是 互 不 相同 的 数 . 

(2) 在 (1) 中 取 a,…,a, 是 全 体 n 次 单位 根 ， 求 由 基 1， x, ë 
到 基 f ,f,，… f, 的 过 渡 阵 . 

17. 设 中 ,…,F 是 向 量 空间 7 的 个 非 平凡 子 空间 ,证 明了 中 至 少 
有 一 问 量 ca, 使 a 172 V.,: 一 ] ,2,.…,s. 

18. 设 册 ,…,7 是 数 域 上 nn 维 向 量 空 间 V 的 任意 ;个 非 平 几 子 空 
间 . 斌 证 :存在 V 的 一 个 基 , 使 这 个 基 的 n 个 基 向 量 均 不 在 VY,，…,V, rH. 


19. 设 4 = Ñ - °] ,证 明 : 由 4 的 全 体 实 系数 多 项 式 集合 了 关于 


矩阵 的 加 法 与 数 乘 运算 构成 的 R 上 的 向 量 空间 与 复数 域 C 作 为 R 上 的 
回 量 空间 同 构 . 
20. 设 F|[t], 的 两 组 基 为 
fit) =1+t+t +f a (t) = t +f +P 
| (y JD = CN = 
f,(t) = 1-1 g (t) = 1 +t +f 


f (t) = 1 g(t) = 1 +t + 
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(1) 求 由 基 ( I ) 到 基 ( 工 ) 的 过 渡 和 矩阵 C ; 

(2) 求 在 两 组 基 下 有 相同 坐标 的 多 项 式 f( z) . 
5.4.2 练习 题 答 案 

1. x, -x eV, 但 x"+ (— x°) = 0 e V. jk, V MERK F _ ns al 
量 空间 x | 

2.(1) 不 构成 向 量 空 间 . 因为 显 见 存在 一 对 问 量 ,它们 的 和 可 以 平 
行 于 题 设 中 的 某 一 乎 面 . 

(2) 设 了 是 所 给 条 件 构成 的 空间 


OD 对 任意 4 e V, 其 中 4 = (ay) , 据 题 设 六 a, = 0. 对 任意 B e V, 
其 中 B= (b) NUS Yb = 0. TEA +B = CC = (a +b), Xe, 
= S a, + Yb. = 0 , 故 C e V. 又 对 任意 一 数 k ,kA 一 (ka;) ,所 以 


` ka, = 0, 故 届 e V. 从 上 可 知 了 对 加 法 和 数 积 封闭 . 


@ 由 于 和 矩阵 的 加 法 运算 是 将 对 应 元 素 相 加 ,所 以 由 4 e V,B < V, 
CeV 有 A+B=B+AeV,(A4+B)+1C=A+(B+C) eV 可 见 
V 对 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 . V 2 3B EE 0 #Ifi 35 - 4 为 V 的 零 元 素 
AI fi Ju 38. 

GB) ”由 和 矩阵 数 积 运算 有 k(A4A + B) = kA +kB e V,(k + I)À = kA 
+ 14 e V,k(lA) =( 1)4e 世 可 见 了 对 数 积 满足 分 配 律 、 结 合 律 , 且 14 
= 4, 故 V 是 向 量 空间 . 

3. 我 们 要 证 明 ,任意 一 个 4 的 实 系数 多 项 式 f( A) 均 可 由 I.A A, 
…,h""! 线性 表示 ,只 要 证 明 对 任何 一 个 k(h = 0,1,2,…) ,4 均 可 用 上 
述 4 个 矩阵 线性 表示 , 即 要 证 明 有 一 组 数 x0,x),…,xi1, 使 4” = 


k 
G, 


= xÍ + xÀ + x,À?2 +…+2 4 成立 ,这 时 
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k 
Ql Xo x G, 
C2 _ X0 + x G; + 
k 
G. Xo X G, 
n-l 
Xx,- G) 
n— 
+ x, G; 
n—1 
a- 1, 
2 ml _ kk 


此 一 | k 


2 
由 和 矩阵 相等 定义 知 , I ` G 102 7 T S GO 
9 ` 


2 . n-1 _ k 
X; + x ,G, + x,G, 十 … + Xx,_ (G, 一 G, 


这 是 一 个 关于 未 知 量 xo ,x ,…,%,! 的 线性 方程 组 ,其 系数 行列 式 是 范 
德 蒙 行列 式 


1 2 * Á. . n—1 
a, úa, a, 
1 2 ... n-l ( _ ) 


2 n-] 
l a, a 


nn n 


又 由 于 ai 关 a;,(i 关 站 ,所 以 Dz 0, 从 而 可 知 方程 组 有 解 : 即 任意 一 
f(4) 均 可 由 1,4,4”,…,4"”” 线性 表示 . 

又 车 ho1+ kA +… +k. A =0, 则 由 上 面 方法 易 得 h = k, =… 
=k. = 0. 即 1,4,4”,…,4”” 线性 无 关 . 从 而 1,4,… ,4”” 为 空间 的 一 
组 基 , 其 维 数 为 n. 

4. 对 任意 A 信 x,yY,z) eV 可 表 为 f(x,y,z) = > aubxay2z3) 其 中 


3! +Ës +Ë =H 


QE koka Cc F,k, k, ,ha 是 非 负 整数 ,在 2 OA = 0 , 则 所 有 系 


上 +k, +k3 =n 


数 Gita, = O,ErD11 1 y223 | 0 <= k. = n,k, +k, +k, = n| 构成 VY 的 一 
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组 基 . 而 它们 恰好 是 (x + y + z)" 的 展开 式 中 非 同类 项 的 项 数 , 即 从 x， 
y,z 中 每 次 取 个 元 素 的 允许 重复 的 组 合 数 . 所 以 维 了 = C', . 
| ] 0 0 2 
5. Á = (@ auw aa) 经 初等 行 变换 |0 1 0 1 =A. 
0 0 1 1 
0 0 0 O 
因 变换 矩阵 4, 中 任意 3 个 列 向 量 均线 性 无 关 , 知 a ,az ,as ,a4 的 极 大 
无 关 组 为 其 中 任意 3 个 列 向 量 ,它们 都 为 WW 的 一 组 基 . 如 取 a ,as ,os 为 
一 组 基 , 由 上 述 变换 矩阵 4 知 a4 = 2e, + e, + os . 

6. 有 的 生成 元 分 量 满足 方程 + x, +… + x, =0. 由 基础 解 系 的 
求法 ,得 其 基础 解 系 为 a = (- 1,1;0,…;0),a = (-1,0,1,0,--.-, 
0) ,as = (1,0,…,1,0) ,a = (-1,0,---.,0,1) 即 为 多 的 一 组 
基 , 且 其 维 数 为 n -1. 

7. 设 VV = Lm ,…,@,),V = L(B,,…,B,), 由 已 知 条 件 可 知 维 
(V,) = s,#Ë(V,) = t Ë829 V, + V, = Le,…,g,) +L(B,…,B) = 
La va, B. B.) ,所 以 维 (V+ V,) = 秩 {a，…,a,,B1,… B.l. 

以 aa, 88, 作 列 构成 矩阵 4 ,那么 4 是 线性 方程 组 ( * ) 
的 系数 矩阵 ,因此 , 秩 |ai ，…a,,8 ,B,| = 秩 (4) , 即 维 (Vi + V,) = 
秩 (4) . 根据 维 数 公式 得 

#E(V rn V,) = 3E(V ) + 3E(V,) — (V, + V,) 
= s +t —- K( A) 
= 线性 方程 组 ( * ) 解 空 间 的 维 数 

8. 设 a = ke, +he, + e+es, 由 向 量 的 相等 定义 得 ,k， = 1 ,#1 
=0,1 = 一 1,hk =0, 所 以 a 在 &) ,6 ,563,54 下 的 坐标 为 (1,0, -1,0). 

9. 取 基 1,x,x .由 I 

Il = 1 
| -] = 一 +x 
x — 3 +2 = 2 - 3<x + x? 
得 (1l,x-1,x -3x+2) = (I ,x,x°)A. 
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1 -1 2 1 1 1 
0 1 -314 =|l0 1 3 
0 0 1 0 0 1 


设 1+x+x 关于 基 1,x-1,(x* -2)(x -1) 的 坐标 为 (y, ,y, ys), 
关于 基 1,x,x” 的 坐标 为 (1,1,1) 得 


A = 


Y, l 1 1 1Y 3 
y |=A |1|=|0 1 3111=14 
y | 0 0 1 人 1 1 


即 1 +x+x 关于 基 1,x -1,(x -2)(x - 1) 的 坐标 是 (3,4,1). 
10. 经 验证 , 易 知 V 的 一 个 基 为 |(1,0),(0,1)|}1, 目 对 V(a,b) e 
V, 有 


(a,b) = a(1,0) 田 人 -中 2 )(0,1) 
而 复数 域 作为 实数 域 上 的 向 量 空间 ,其 一 个 基 为 11, 让 ,因此 dimy = 
dimC = 2, 故 复数 域 C 作为 向 量 空间 与 了 是 同 构 的 . 


下 面 我 们 按照 基 向 量 对 基 向 量 , 坐 标 不 变 的 对 应 法 则 ,建立 了 与 C 
上 的 一 个 同 构 映 射 : 


p:a(1;0) @ (4 - 407)(0,1)—a .1T + Ü _ ee DY 


其 中 V (a,b) = ae(1,0) e [b -全 4) (0,1) = V. 
事实 上 , Va +bi e C 有 (ae) < L - 


a + bi, 即 a + bi 有 原 象 ,这 说 明 op 为 满 射 ;同时 , 当 (a,b) = (c,d) 时 ， 
其 象 也 不 同 ,这 又 说 明 o 为 单 射 ,因此 oç 为 双 射 . 
此 外 双 射 @ 还 保持 运算 ,VY (a ,2,),(a,,b,) e V, 


(a, ,01) @ (a, ,b, ) 一 (a, + a, ,b, + b, + ac) 一 | a + 人 ai], 


[s + (5 98% - Di] ,pp (0,b) B06)] =e(a, b) *@(0b). 
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同时 ,Vi 8 R,V(a,b) e V, 
ela,b) = [ka kb + EE Do) ka + (1 -0a | 
即 得 e(ke(a,b)) = ke(a,b). | 

故 o 确 为 V 到 C 的 一 个 同 构 映射 . 

11. 只 簧 证 明 W, r W, = 10] 即 可 . 

任 取 (x,y,z) e W, ñ W,, 则 因 (x,y,z) e Wi, 故 必 为 (x,yY,0) 的 
形式 ,又 (x,y,z) 8 邢 ,, 故 必 为 (0,0,z) 的 形式 ,所 以 必 有 (xy,z) = 
(0,0,0). Am W, n W, = Í0] ,El ? = W, @ W, . 

12. 易 见 W, 与 W, J: Ft) 的 子 空间 ,下 面 证 明 F”) = W, @ W, , 2⁄6 
证 Fo = W, + W,, 8 $R FI) D W, + W,. 又 当 4 JE RES SE EE:Isj , HH T+ 
F°) 中 任意 一 向 量 x 均 可 表示 为 x = Ax + (x 一 Ax) ,而 Ax e W. , X. A( x 
~ Ax) = Ax —- A2x = Ax -hx =0, 所 以 x -hx 8 W, , JE Fi) C W, + 
W,, TN F) = W, + W,, £ E W, mn W, 中 任意 一 向 量 , 则 & e W, ,于 
是 存在 7 e Fo ,使 E = An, X.R e W,,Ëk A£ = 0, £ = Am = A°m 
= A(Am) = A£ = 0,#k W, ñ W, = 10] ,所 以 FF = W, @ W, . 

13. 因为 a, ,oa 线性 无 关 , 所 以 是 多 的 基 , 以 ai ,a 为 列 作 和 矩阵 及 行 
初等 变换 : 

2 -1\ /2 O 
1_|1 O 0 1 
0 0 
0 


l 


_ 1 
| 3 2 

& a, = (0;0,1;,0),a = (0,0,0,1) , 则 显然 a ,az ,as ,as 线性 无 关 ， 
因而 作成 R 的 其 , 故 殉 的 一 个 余子 空间 W = 上 (as0). 

14. 分 二 步 证 之 . 

首先 存在 性 . 由 于 W 9 V, ( F) 的 非 平 几 子 空间 , 则 令 dimW = r, 有 
0<r<n, 且 Qa,,…,Q; 为 WW 一 其 , 即 有 WW= 上 (a ap) 在 Qi ，… x, 
的 基础 上 ,扩充 为 了 的 基 :a ，…a'yar au TA W' = La 
... a) IE W n W' = |0] ,V = W + W'. Bl V = W @ W' ,JFË W' 9 
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W # V 中 一 余子 空间 . 

其 次 非 惟一 性 . 由 于 V = W @ W' 8 W 5 W' 缘 为 了 的 非 平凡 子 空 
间 ,因此 ,存在 B， = TY 使 B e W,B, # W' 且 由 a@,…,@, 为 玉 一 基 知 a， 
…,Q, ,Bi 线性 无 关 . 对 此 扩充 为 耻 ( F) 一 基 : 

Qi ,0 DO 

于 是 令 W' = L(B1，…,B,.,) , 易 知 WN W'. = |0] ,V = W + W', , BI V 
= W @ W',. 亦 即 W', 为 下 在 V 中 叉 一 余子 空间 . 

同时 ,由 Bl e W',B, eë W' MI W' = W'. . 

综 上 所 述 , 有 限 维 向 量 空间 的 非 平 凡 子 空间 有 不 只 一 个 余子 空间 . 

15. 由 维 数 定理 dim (V, + V,) = dim( V, ) + dim( V,) -dim(V n 
V,) 及 题 设 条 件 得 2dim(V, ñ V,) + 1 = dim(V,) + dim( V,) ,进而 有 
(dimV, — dim( V, NV,)) + ( dimV, — dim( V, ñ V,) ) =1. 故 有 两 种 可 
能 :或 dimV = dim( V, n V,) ,8lJ V r V, = V. ,BI] V, C V,;s=k dimV, = 
dim( V, r V,) ,Bll| V, Q V, = V, ,BJ V, C V.. NJ, V. Ú V, = V, sk. V.. 
X V, U V, 22 V, ( F) 的 子 空间 . 

16.《〈1) 要 证 诱因 为 Ex] 的 一 基 , 只 须 证 这 m 个 多 项 式 在 
F |x] 中 线性 无 天 即 可 . 

#3E E, kf, + k,f, + + kf, = 0 , (D 
则 令 x = a 代入 QD 式 ,由 于 f(a) =0j =2,- n fi (a,) 关 0, 得 kh = 0. 
同 理 ,将 x = a,,… ,a 分 别 代 入 电 式 ,由 于 f(a;) = 0,; = j.f,(a,) 天 


0,48 k, = … = k. = 0. 8, f... ,线性 无 关 . 
(2) H+ 
f= l+x+2 + + x, 
x 一 
f, £= = el 二 eax + + ex +x" ,， 
f _ x - 1 _ 2" 2 ¿+ 2" y 十。 + EL + x ， 
x — £ 


f . ú ç, 学 
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所 以 ,由 基 1,x,…,x”” 到 基 f,…,f. 的 过 渡 和 矩阵 为 


] e ea" ... £ 

j ce" SSS e 
T = x 

1 £ 2” sa 

] 1 l ... ] 


17. 对 * 采用 归纳 法 证 之 . 

l° 当 s =2 时 ,由 于 Vi,V, 为 V 的 非凡 子 空间 , 必 有 a ,ay eV 使 
a, EV,a, ¢ V,. 

若 a， e V, 妈 ox 即 为 所 求 ; 若 e, ë TV, 则 as 即 为 所 求 . 

# e, eV,a, eV, 则 令 a = a, +, 8 o gë V,,i =1,2. 故 s 
= 2 时 结论 正确 . x 

2° 假设 -1 时 命题 成 立 , 即 38, < Y, 使 B, e€ Vi,i = 1,2，…,S 
- 1. 车 B， # VV,, 则 结论 得 证 . 设 B! e V,, 同 理 308, eV, 使 B, e V.,j = 
2 ,…s, B, e V, , 则 结论 得 证 . 设 B, e V, ,H B, ,B, fF a, = B, + 1p,， 
其 中 上 为 正 整 数 , 易 知 Q é V.,w, ë V,. 

同时 , V,,…, Vi 这 s- 2 个 非 平 凡 子 空间 中 每 一 个 至 多 合 一 个 
at 否则 , 当 ki < k, BF ,#r o, ab Ee Vi,i =2,…,s 一 1, 则 由 a = B, + 
kB ,as, = B, + k,B, 推 得 B1,B， eV, 这 与 Bl ,pb， 的 选取 相 了 矛盾. 

因此 ,由 正 整 数 大 的 不 同 而 得 到 无 限 多 个 a, 中 至 少 有 一 个 a,, ,使 
ak @ V, = 1,2,…,s. 故 结论 成 立 . 

18. 由 于 VY,…,V 为 V 的 ;个 非 平 凡 子 空间 , 则 存在 qa， eV ,使 a 
# V,,i = 1,…,s, 对 此 考虑 V 的 非 平 凡 子 空间 :VY ,…,V,,L(ai). 则 
存在 ac = 了 ,使 om ë Vi,i =1,…,s,Qay #L(Q) ,而 由 a, @ L(a) 知 
Qt ,0 线性 无 关 . 于 是 必 存 在 as ET 使 as @ Vi,i = 1,.,s,Qs @ 
L(o,o,) , 且 a aa ,ao 线性 无 关 ( 否则 O: , G , G 线性 相关 ,而 a, ,a 线 
性 无 关 , 推 得 o, 为 aa: 的 线性 组 合 , 即 a，e L(ere,), F JS). 同时 
ai ;02 ,0a3 全 不 属于 V V. 这 样 经 过 上 述 - 1 次 证 法 后 ,得 到 的 
线性 无 关 向 量 a ,… ,a ,使 它们 全 不 在 页 ,，…,V, 中 ,最 后 ,存在 a e 
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V ,使 Qa @ V. = 1, s, a, @ L(a , Ga 1),B a ow, 线性 无 关 , 因 
此 得 到 了 的 一 个 基 a ,…a, ,使 其 每 一 基 向 量 a,,i = 1,…,n, 全 不 在 
Vi,… V. rh. | 


19. 复数 域 C 作为 R 上 的 向 量 空间 是 2 维 的 , 且 1,i 是 一 组 基 . 由 
于 4 =-14 =-4,4 = 7, 所 以 V 中 任意 一 元 素 都 可 由 4,/ 线性 表 
示 , 且 4,1 线 性 无 关 , 是 V 的 一 组 基 , 所 以 dimV = 2, 故 它 们 同 构 . 

20.32 F[:], 9381.:, ° , 则 有 
(fJ. f.) = (t,t )C, (81,82,83,84) = (1,t,t ,)C, 其 中 


1 0 l 1 0 1 1 1 
c= 一 CC 
l 1 0 0 l 1 O 1 
l 0 0 0 l 1 1 0 


于 是 
(81,82,83 EI) = (fi hhh ci C, = (fi fp fs J.) C. 

即 由 基 (I) 到 基 ( 下 ) 的 过 湾 矩 阵 为 
1 1 1 0 
0 0 一 | 1 
0 1 1 -2| 
| -1 -1 -1 3 

(2) 设 f(z) 在 两 组 基 下 的 坐标 均 为 x = (xi ,x, ,x;,X4)' ,由 坐标 变 
换 公 式 得 x = Cx, 即 (I - C)x = 0. 可 求 得 该 齐 次 线性 方程 组 只 有 零 解 
X, = x, = x, = x, = 0, 故 在 两 组 基 下 有 相同 的 坐标 的 多 项 式 只 有 f(1) 
=0.:1+0.1+0.:1tt +0: P =0. 


C = CC, = 
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第 6 章 线性 变换 


线性 变换 是 向 量 空间 中 最 基本 的 变换 ,是 高 等 代数 研究 的 一 个 主 
要 对 象 . 它 在 讨论 向 量 空间 的 向 量 间 的 内 在 联系 及 向 量 空间 的 结构 中 
有 重要 的 作用 . 我 们 主要 讨论 有 限 维 向 量 空间 的 线性 变换 及 其 运算 , 线 
性 变换 的 矩阵 表示 及 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 等 . 通过 学 习 要 认 
识 到 线性 变换 和 和 矩阵 的 联系 ,进一步 体会 矩阵 的 重要 性 . 


6.1 内 容 提 要 


6.1.1 线性 变换 及 其 运算 
1. 线性 变换 的 定义 与 性 质 
设 V 是 数 域 帮 上 的 向 量 空间 ,o 是 了 的 变换 . 若 对 于 了 中 的 任意 回 
量 a,B,F 中 的 任意 数 上 , 均 成 立 : (1)o(e + B) = Ita) + o(B)， 
(2)o(ka) = ko(a) , 则 称 o 是 向 量 空间 了 的 一 个 线性 变换 . 
£ ”vo 是 线性 变换 的 充分 必要 条 件 是 
c (ka +1B8) = ko(a) + Ie(8),Ve,B e V,k,l 8 F. 
下 面 是 几 个 重要 的 线性 变换 : 
(1) 零 变 换 7o:Toka)j) = 0,Va eVy; 
(2) 单 位 变换 ( 恒 等 变 换 ) T,:T,(a) = a,Va e V; 
(3) H3⁄& k < 天 决定 的 数 磁 (相似 、 位 似 ) 变换 TT:Ti(a) = ka, V a: 
e V; 
(4) 射 影 变 换 Ti :7 = W@ U,a eV ,有 惟一 的 分 解 式 
a = B +y,B e W,y € U,T;,a y (a) = B. 
线性 变换 的 基本 性 质 . 
设 了 是 数 域 忆 上 的 向 量 空间 ,ce 是 了 的 线性 变换 : 
(1) o(0) =0,0(~-a) =- (o); 
(2) 线 性 变换 保持 线性 组 合 与 线性 关系 式 不 变 , 即 乔 
B = ka + k,e, + +": + ka, M| (8) = 有 oa) + kic(e,) + - + 
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kc (e,). 又 大 aa ,Qa 之 间 有 一 线性 关系 a + kx, + … + ka, 
= 0, 则 它们 的 象 之 间 也 有 同样 的 关系 ola) + k.c(o,) + + + 
ko(a,) =0. 

(3) 线 性 变换 把 线性 相关 的 元 素 组 变 成 线性 相关 的 元 素 组 . 

jl 利用 o(0) 关 0 可知 er 不 是 线性 变换 . 

注 2 ”线性 变换 可 能 把 线性 无 关 的 元 素 组 变 成 线性 相关 的 元 素 
组 ,如 零 变 换 就 是 这 样 . 但 如 果 线 性 变换 是 一 个 单 射 , 则 它 把 线性 无 关 
的 元 素 组 变 成 线性 无 关 的 元 素 组 . 

2. 线性 变换 的 运算 

(1) 加 法 x 

在 ,r 是 向 量 空间 VV 的 线性 变换 , 则 

(Dgo+T:(g +r)(e) =o(a) +r(a), Ya eV, 称 为 o 与 7 的 和 ; 

加 -ao:(-o)(a) =-o(a),Va eV, 称 为 o 的 负 变换 ; 

Bo-7T=o+(-7), 称 为 o 与 7 的 差 . 

性 质 : 对 于 VV 中 的 任意 变换 o ,7,y , 均 成 立 : 

(Do +7 = T+; (Z r) +Ú = G + (T+); 

Gr+(-c) = T; @c +T =c. 

定理 #c,r 是 VV 的 线性 变换 , 则 og + 也 是 了 的 线性 变换 ，- cr， 
0 -7 同样 也 是 了 的 线性 变换 . 从 而 ,线性 变换 的 加 法 具有 性 质 (W ~ @. 

(2) 数 量 乘 法 x 

= o FE [n] BE Z [š] V É 3436 .k 是 下 中 的 数 , 则 ko: (ko)(a) = 
ko(a) ,Ya 8 V,#KR28 k 5 o 的 数量 乘积 . 

性 质 ”对 于 VV 的 任意 线性 变换 o ,7,F 中 的 任意 数 上 ,1 , 均 成 立 : 

@ k+l)o = ko + Ic; (kl(g ++) = kç + kr ; 

(k(l) = (kl); @lo =c. 

定理 奋 cC 是 了 的 线性 变换 ,是 忆 中 的 数 , 则 ko 也 是 了 的 线性 变 
换 . 从 而 ,线性 变换 的 数量 乘法 具有 性 质 人 ) ~ @. 

(3) 3822 

# c ,r R: [a] Et Z B| V Bg 2848  Ji| zo; (z7o)(a) = r(c(o)),Veoa e 
V, 称 为 o 与 7 BJ3E38 
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性 质 ” 对 于 V 的 任意 变换 go,7,y,F 中 的 任意 数 ,有 


(or) = oTy); WTo = oT, = c; 
DTo = cT, = T,; @ k(er) = (ko)r = o(kr); 
(D (7 +j#)c = rc +c; d c+ = zc; 


Q or = 了 不 能 推出 rc = Tj =k r = T, ; 
人 or = oy,o 关 荆 不 能 推出 7 = vy. 
定理 ”车 o,7 是 V 的 线性 变换 , 则 To 是 了 的 线性 变换 . 从 而 ,线性 
变换 的 乘法 具有 性 质 @ ~ (0 . 此 外 ,还 具有 性 质 : 
Q3'e(7 +j) =or+t+ovw. 
(4) 逆 变换 
设 ec 是 向 量 空间 了 的 变换 ,大 存在 了 的 变换 7, 使 得 cy = rc = T., 
则 称 e 是 了 的 可 逆 变 换 , 称 7 是 ez 的 一 个 地 变换 . 
EBR 电 若是 了 的 可 逆 变 换 , 则 = 的 逆 变 换 惟 一 , 记 作 oo ,从 
m . 
co = cl = T.; 
(9 = E: V BJ R| i 4F38 =o 是 了 到 的 双 射 ;7 是 er ËjJ— T ek — 
任意 B e V,34 (a) = B 时 ,有 7(B) = o. 
定理 若是 Y 的 线性 变换 , 且 e Een maypi | = 的 逆 恋 换 也 是 
线性 变换 . 从 而 ,可 逆 线 性 变换 具有 性 质 @ 1509 . 此 外 ,还 具有 性 质 Q9 
与 凶 : 
@o 是 了 的 一 个 可 道 线性 变换 —o 是 VV 到 自身 的 一 个 同 构 映 射 ; 
# s,s,,…,e, 是 n 维 向 量 空间 V 的 一 组 基 ,o 是 V 的 线性 变换 , 则 og 昨 
可 道 的 Sa (ei) ,o(e,),…,o(e,) 线性 无 关 . 
多 若 = 是 有 限 维 向 量 空 间 V 的 线性 变换 , 则 o 将 了 中 线性 无 关 的 
向 量 组 变 为 线性 无 关 的 同 量 组 — o 是 可 逆 的 . 
(5 ) 方 大 
设 ”是 正 整数 ,c 是 向 量 空间 V 的 变换 , 则 nn 个 o 的 积 oo…o 称 为 
0 的 n 次 宕 , 记 作 o". 又 ou = 7,, 当 o 是 可 逆 变 换 时 ,g™” = (og )"”. 
性 质 园 o"o” = oo 加 (go")” = o”; 各 (07)" # co". 
当 g,7 为 了 的 任意 变换 时 ,m,n 为 非 负 整 数 ; 当 o ,7 为 可 逆 变 换 时 ,m， 
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n 为 任意 整数 . 

定理 有 cc 是 了 的 线性 变换 , 则 c 的 方 午 也 是 了 的 线性 变换 . 从 
而 ,线性 变换 的 方 军 具 有 性 质 @@ ~ @9. 

(6) 多 项 式 x 

设 f(x) =a z” +a - gl +. +axmw +a E Flx],o 是 向 量 空间 
7 的 变换 , 则 HKe) = a,o"” +a, o" 7 +… + aio + a T, 是 了 的 一 个 变 
换 , 称 为 变换 er 的 多 项 式 . 

性 质 QPOL/(z),g(x),h(x) e F[zx],o #: V 892848. £ h(x) = 
f(x) + g(x), 则 h(tog) = f(o) + g(o). 

定理 ”线性 变换 的 多 项 式 是 线性 变换 . 从 而 ,具有 性 质 的 . 此 外 ,还 

团 ' 设 f(x),e(x) ,i(x) e F[x],= E: V 的 线性 变换 , 夺 lx) = 
f(x)ge(x), 则 io) = f(o)g(c). 特别 地 ,f(go)g(o) = g(0o)fAo). 
6.1.2 线性 变换 的 矩阵 

设 V 是 数 域 站 上 的 nn 维 向 量 空间 ,a ,az ,……,a。 是 了 的 一 组 基 . 

1. 如 果 了 的 线性 变换 o 与 7 在 基 ai ,a,,…,a, 上 的 作用 相同 , 即 
oa) = 7(a)(i =1,2,. ,nn), 则 co =+. 

2. 对 V 中 任意 一 组 元 素 B, ,B,,…,B,, 存在 惟一 的 线性 变换 o 使 
ol(a) = Bi = 1,2,.%,n). 

3. 设 og 是 V 的 线性 变换 , 基 的 象 可 以 被 基线 性 表 出 

c(e) = aG, + 02102 十 … 十 GalQtn 


c ( a, ) = GG, + G,,G, + + + G.G, 


c ( a, ) 一 | 十 d, G + ”十 G G, 


FBEE3ETEJE Ta? 29 

(G ,0 G.) 一 (Gai) (aas) CQ) 一 (ai ,aa ，… an ) 4. 
CU Co ° G, 

其 中 4 = C21 G ”do2n 
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矩阵 4 称 为 o 在 基 ai ,a ,…;,a, 下 的 矩阵 . | 

4. 设 了 的 线性 变换 o 与 7 在 基 au ,az ，…a 下 的 矩阵 分 别 是 4 与 
B , 则 

(1) ç +7 在 基 ai ,av ,…,a, FO EEFJJA + B; 

(2) ko 在 基 ai ,az ，… ,a 下 的 矩阵 为 kh4(k < F); 

(3) o7 在 基 a ,a,,… ,a, 下 的 和 矩阵 为 4B ; 

(4) o 可 道 的 充分 必要 条 件 是 4 可逆 , 且 e” 在 基 a ,as，…,au 下 
的 矩阵 为 4”; x 

(5) 设 a se 了 在 基 ai ,as，…,a, 下 的 坐标 为 (xx x.) , HHJ 
o(a) 在 基 a ,a,，… ,as 下 的 坐标 (yi ,y,，,…,y,)' 满足 


| (x 
yo = À X) 
Y, x, 


S. 设 ca ,aa 和 B,,B,,…,B, 是 数 域 下 上 回 量 空间 了 的 两 组 
基 , 且 由 基 ai ,az ,… ,a 21 G, B `: P, 的 过 渡 和 矩阵 为 ,又 设 V 的 线性 
变换 o 在 这 两 组 基 下 的 和 矩 阵 分 别 为 4 和 B, 则 B = X 'AX. 
6.1.3 ”相似 矩阵 x 

1. 矩阵 相似 的 定义 

设 4,B 为 数 域 忆 上 两 个 阶 窍 阵 , 如 果 存 在 数 域 刁 上 的 = 阶 可 逆 垂 
阵 X, 使 得 B = X--AX,WISRA 相似 于 B, 记 为 4 ~ B; 并 称 由 4 变 到 8 的 
变换 为 相似 变换 , 称 工 为 相似 变换 矩阵 . 

2. 相似 矩阵 的 性 质 

设 n 阶 矩阵 4 与 B 相似 , 则 

(1) rankA =rankB ; 

(2)141=1BI; 

(3)1 AI-Al =l AI-BI (A € P); 

(4) 4 与 有 相似 ,4 与 下 相似 ,4” 与 8B” 相似 ( 如 果 4 PJM ASTA ) ; 

(5) 若 f(x) 是 数 域 上 任意 一 多 项 式 , 则 (4) ~ /( B); 
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(6) 4 ~ A; A ~ B, 则 B ~h: 若 4~B,B~C, 则 4 — C. 

3. 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 , 且 相 似 变换 矩阵 是 两 组 
基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 . 

6. 1. 4 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 

1. 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 

设 4 是 数 域 上 的 一 个 n 阶 矩阵 ,如 果 存 在 数 和 和 数 域 上 的 n 维 
非 零 列 向 量 x, 使 得 4x = Ax, 则 称 和 为 4 的 特征 值 ,x 为 4 的 对 应 特征 
值 A 的 特征 向 量 , 称 AI -4 为 4 的 特征 矩阵 ; 称 1A7-41 为 4 的 特征 
多 项 式 , 记 作 户 (和 ) ， 这 是 数 域 上 的 一 个 "次 多 项 式 ; 称 | AI-Al=0 
为 4 的 特征 方程 . 

n 阶 和 矩阵 4 的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 称 为 4 的 迹 ， 记 作 Tr(A). 

n 阶 矩 阵 4 的 特征 多 项 式 f(A) Eš bk F EJ n W #2nmi k , H 
f(A) = A" -— (a) tas +v ta,)AU I +. +(-1)'I| Al A BJA 
数 是 - Tr(4) ,常数 项 是 ( -1)"1 Al . 

2. >K n 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 与 特征 问 量 的 步骤 如 下 : 

第 一 步 ”由 特征 方程 1 MX -41 = 0 求 得 4 的 n 个 特征 值 A Ai 

第 二 步 ”求解 齐 次 线性 方程 组 (A,1 -4)x = 0, 其 非 零 解 向 量 就 是 
4 对 应 于 特征 值 A, 的 特征 向 量 . 

3. 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量具 有 如 下 一 些 性 质 

 (1)# A, R £BBE À BJ r, 重 特征 值 ,4 对 应 特征 信和 ;有 s, 个 线性 无 
关 的 特征 同 量 , 则 1 < s. < r, 

(2) 如 果 x%,y 部 是 矩阵 4 的 对 应 特征 值 A。 的 特征 向 量 , 则 当 kx + ly 
> 0 时 ,kx + b JE À 的 对 应 特征 值 和 A 的 特征 向 量 . 

(3) 设 4 = (ai) 的 nn 个 特征 值 为 和 A ,和 A,,…, 和 A,, 则 

À, + À; + --- + À, = a|, t a,, + - + ax, 
A A.A. =! Al. 

(4) 如 果 A 和 ,A,,…,A, 是 矩阵 4 的 互 异 特征 值 ,其 对 应 的 特征 向 量 
分 别 是 x ;x,,… ,x,, 则 x x, z, 线性 无 关 . 

(5) 如 果 A ,A ,… ,人 ,是 矩阵 4 的 互 异 特征 值 ,和 A; 对 应 的 线性 无 关 
特征 回 量 为 x, ,xo ,… ,x;,，, 则 癌 量 组 
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X41712 521, y X21 x X22 > ` Nr Ns Na X; 

线性 无 关 . 

(6)i% B = X 'AX , BIB EE: A 55 B HÍ. 如 果 和 ;是 4 的 特征 值 ,x; 是 
4 对 应 特征 什 和 ;的 特征 回 量 , 则 入 ,是 号 的 特征 值 , 且 有 对 应 特征 值 入 ;的 
特征 向 量 是 Xx;. 
6. 1. 5 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 

1. 线性 变换 特征 值 与 特征 向 量 的 定义 

设 o 是 数 域 尺 上 回 量 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,如 果 存 在 正中 一 个 
数 人 和 中 非 零 元 素 a, 使 得 o(a) = Aa, 则 称 和 A 为 o 的 一 个 特征 值 ， 
而 称 a 为 o 的 属于 特征 值 À 的 一 个 特征 向 量 . 由 o 的 属于 特征 值 À 的 
全 部 特征 向 量 , 青 添 上 零 元 素 构 成 的 集合 

V. = {al c(e) = Àe,e e VI. 

构成 了 的 一 个 子 空 间 , 称 为 o 的 一 个 特征 子 空间 . 

2. 有 限 维 向 量 空间 上 求 线 性 变换 的 特征 值 与 特征 问 量 

设 V 是 数 域 上 nn 维 向 量 空间 ,o 是 V 中 的 线性 变换 , 求 o 的 特征 
值 与 特征 网 量 的 步骤 如 下 : | 

第 一 步 ” 取 Y 的 一 组 基 al ,a,,… ,a,, 求 o 在 该 基 下 的 矩阵 A; 

第 二 步 ” 求 矩阵 4 在 数 域 忆 中 的 特征 值 A 及 相应 的 特征 同 量 x = 
(xi xl Z.) j 

第 三 步 。”4 的 特征 值 就 是 o 的 特征 值 ,而 o 对 应 灾 特 征 值 À 的 特 
#E [e] EE >J 

Q = XQ + XQ + ` + XQ, 

3. o 的 特征 子 空间 V. 的 维 数 等 于 o 的 属于 特征 值 À 的 线性 无 关 
特征 同 量 的 最 大 个 数 . 
6. 1. 6 ”哈密 尔 顿 - 凯 莱 (Hamilton — Caylay ) 定理 

1. 设 4 是 数 域 六 上 一 个 n 阶 和 矩阵 ,f(A) =1A-41 是 4 的 特征 
多 项 式 , 则 f(4) = 0. 

2. 设 o 是 数 域 上 1 #ETaj Bt zz [8] V 的 线性 变换 , 且 c 在 了 的 一 组 
基 下 的 矩阵 为 4,f, (A) =! A1 - 41 是 4 的 特征 多 项 式 (也 称 为 o 的 特 
征 多 项 式 ), 则 f,(o) = T,. 
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6. 1. 7 相似 对 角 化 
1. 如 果 数 域 正 上 的 m 阶 矩阵 4 可 相似 于 对 角 和 矩阵 , 则 称 4 可 对 角 化 . 
2. 数 域 玉 上 n 阶 和 矩阵 4 可 对 角 化 的 条 件 如 下 : 
(1) (充分 必要 条 件 ) 4 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ; 
(2) (充分 条 件 ) 4 有 个 互 异 的 特征 值 ; 
(3)( 充 分 必要 条 件 ) 4 的 所 有 重 特 征 值 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 
的 个 数 等 于 其 重 数 
3. n EE 4 相似 于 对 角 和 矩阵 的 计算 : 
第 一 步 ” 求 4 的 特征 值 和 对 应 的 线性 无 关 特 征 向 量 . 设 A ,A，， 
,入 ,为 4 的 所 有 互 异 特征 值 ,其 重 数 分 别 为 ,7,，…,r,, 且 7 +r, + 
+ = n. 又 设 对 应 特征 值 和 的 ;个 线性 无 关 的 特征 向 量 为 x4 ,xo，…， 
x, "(7 = = 1,.…,s); 
第 一 步 构造 相似 变换 矩阵 


X = (“xi Xi ，… 9 s X21 22 N99 Nt Ns ,Mar ) . 


则 有 


XAX = 
A 


4. 设 o 是 数 域 放 上 nn 维 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 ,o 的 矩阵 可 以 
在 某 一 组 基 下 为 对 角 和 矩阵 有 下 列 条 件 : 

(1)( 充 分 必要 条 件 ) c 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ，; 

(2) (充分 条 件 ) o 在 数 域 f 中 有 n 个 不 同 的 特征 值 ; 

(3) (充分 必要 条 件 ) 设 o 的 全 部 互 异 的 特征 值 为 和 A ,和 A,,… ,和 A,, 则 
o 的 特征 子 空间 V. V... V, 的 维 数 之 和 等 于 n. 

5. 求 一 组 基 使 线性 变换 在 该 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 的 计算 : 

第 一 步 取 n 维 向 量 空间 Y 的 一 组 基 si ,se,,，… ,6,, 求 线性 变换 og 
在 该 基 下 的 矩阵 4 ; 

第 二 步 ” 求 呈 阶 可 逆 和 矩阵 天 ,使 AX = 4 为 对 角 和 矩阵 ; 
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第 三 步 ”由 (al ,aa ,0 ) = (#g,,€x, "e, )X K iH V 的 太一 组 
基 aa ,…,a,, 则 o 在 该 基 下 的 气 阵 为 对 角 和 矩阵 4 . 
6.1.8 线性 变换 的 值 域 与 核 

1. 设 V 是 数 域 上 的 向 量 空间 ,o 是 了 的 线性 变换 ,由 o 的 全 体 象 
组 成 的 集合 称 为 o 的 值 域 , 记 为 o(V) , 即 

If) = {o(a)lae VI, 
所 有 被 o 变 成 零 元 素 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 o 的 核 , 记 为 c” (0) , 即 . 
c (0) = {fal oc(a) =0,a e V|. | 

r(y) 与 o ” (0) 都 是 Y 的 子 空间 , 称 o ( V) 的 维 数 为 o 的 秩 , 称 
o (0) 的 维 数 为 o 的 零度 . 

2. 线性 变换 的 值 域 与 核 有 下 列 结 果 : 

设 V 是 数 域 上 的 n 维 向 量 空间 ,co E: V 的 一 个 线性 变换 . 

(1) 取 了 的 一 组 基 ac ,a,;… ,a , 则 

ol(V) = Lo(a) Gaz) ICan) ) ， 
(2) #r o 在 基 a ,a ,……,a, 下 的 和 矩阵 为 4 , 则 
o 的 秩 = 4 的 秩 . 

(3) er 的 秩 + er 的 零度 = n. 

(4) o 是 双 射 oo 是 单 射 eo 是 满 射 . 
6. 1. 9 ”不 变 子 空间 

1. 设 c 是 数 域 忆 上 向 量 空 间 了 的 线性 变换 ,四 是 了 的 子 空间 . 如 果 
对 任意 a < WW 都 有 ol(a) e 罗 , 则 称 太 是 er 的 不 变 子 空间 ,简称 为 er - 
子 空 间 . 

2 一 些 笛 用 的 不 变 子 空间 : 

设 c 是 数 域 下 上 向 量 空间 了 的 线性 变换 , 则 : 

(1) V5510] E c 的 不 变 子 空间 ; 

(2) of(7) 与 o (0) 是 er 的 不 变 子 空间 ; 

(3) o 的 特征 子 空间 V，= {al o(a) = Aa,a e V| 是 o 的 不 变 
子 空间 ; 

(4) o 的 不 变 子 空间 的 交 与 和 还 是 o 的 不 变 子 空间 . 
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6. 1. 10 ”不 变 子 空间 与 线性 变换 的 和 矩阵 的 化 简 
| 1. 设 V 是 数 域 上 的 n 维 向 量 空间 ,co E: V 02k EZE, W R: V 6 
空间 且 是 og 的 不 变 子 空间 . 取 轴 的 基 al ,a,,…,ai ,并 把 它 扩 充 成 了 的 一 


A， Á, 
ko, ，…a, 则 在 该 基 下 的 矩阵 为 . | ,其 中 + 办 给 


FEA, 是 将 o 看 成 币 上 的 线性 变换 时 在 玉 的 基 a, ,… ,a 下 的 矩阵 . 

2. 如 果 n 维 向 量 空间 V 可 以 分 解 成 若干 个 线性 变换 e 的 不 变 子 空 
间 的 直 和 VV = W, @ W, @ --: @ W,,JR W, ÉD3E a, ,a an (i =1,2， 
…,s) ,把 它们 合 起 来 构成 了 的 一 组 基 


CI CGI12 QI Q21 022 "Go, 7 X Go 77 GX, 5 
则 = 在 该 基 下 的 矩阵 为 准 对 角 和 矩阵 
A, 
A; 
4 


其 中 六 阶 矩阵 4; 是 将 看 成 凤 的 线性 变换 时 在 W, 的 基 au ,ay 下 
的 矩阵 . 
3. 设 了 是 数 域 玉 上 的 nm 维 问 量 空间 , E V 的 线性 变换 . 如 果 er 的 
特征 多 项 式 f 作 入) 可 分 解 为 一 次 因 式 的 乘积 , 即 
f(A) = (A—ADT'T(A AA -A,)”, 
则 V 可 以 按 符 征 值 分 解 戌 不 变 了 空间 的 下 和 
V = W, @ W, @ :-: @ W, , 
其 中 有 = lal (c -A,T.)Y'a = 0,a= e V] (¿i = ],2,:: 8). 
6. 1.11 #Rš35(Jordan)£R4E]J 
1. 如 下 形式 的 准 对 角 和 矩阵 
J, À, 
J, 
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称 为 奉 尔 当 形 矩阵 , 称 J; 为 阶 否 尔 当 块 ,其 中 入 ,…,A, 可 以 有 相等 的 
2. 每 个 n BUZ ya EF 4 都 与 一 个 大 尔 当 形 和 矩阵 相似 . 
3. 设 o 是 复数 域 上 n 维 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 必 和 存在 V 的 
一 组 基 , 使 o 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 者 尔 当 形 和 矩阵 . 


6.2 ”重点 和 难 所 


本 章 的 重点 是 :线性 变换 的 矩阵 与 矩阵 相似 ,特征 值 与 特征 向 量 ， 
线性 变换 的 矩阵 可 以 对 角 化 的 条 件 与 方法 . 

线性 变换 在 一 组 基 下 的 矩阵 ,或 简单 地 说 ,线性 变换 的 矩阵 ,直接 
贯穿 于 全 章 的 大 部 分 内 容 中 ,而 且 线 性 变换 的 矩阵 的 化 简 ,是 我 们 追求 
的 目标 与 研究 的 中 心 . 线性 变换 的 矩阵 给 n 维 向 量 空间 的 线性 变换 以 
具体 的 刻 划 ,使 线性 变换 的 运算 转化 为 矩阵 的 运算 ,反之 ,在 必要 时 ,也 
把 矩阵 的 问题 转化 为 线性 变换 来 处 理 ,二 者 是 同一 事物 的 两 种 表现 形 
式 ,具有 完全 相同 的 代数 性 质 . tH n 维 向 量 空间 的 线性 变换 在 不 同 基 下 
的 矩阵 的 关系 的 问题 ,引入 了 和 抵 阵 相似 的 概念 ,研究 矩阵 相似 是 高 等 代 
数 的 一 个 基本 内 容 , 比 矩 阵 等 价 与 矩阵 合同 更 为 重要 . 因此 ,线性 变换 
的 矩阵 与 矩阵 相似 , 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

特征 值 与 特征 向 量 ,是 基本 的 概念 与 基本 的 工具 ,不 仅 本 章 中 用 
到 ,以 后 还 要 用 ,因此 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 特征 值 与 特征 向 量 的 求 
法 ,不 仅 要 掌握 ,而 且 要 熟练 ,计算 要 迅速 准确 . 特征 值 与 特征 向 量 的 
各 种 结论 ,是 研究 矩阵 化 简 的 理论 基础 ,也 必须 理解 ,并 能 够 应 用 . 另 
外 ,还 要 从 不 同 角度 认识 此 概念 引入 的 必要 性 与 合理 性 

线性 变换 的 矩阵 的 化 简 , 是 本 章 的 中 心 , 但 是 ,本 章 仅 彻底 解决 了 
可 以 对 角 化 的 问题 . 因此 ,线性 变换 的 矩阵 可 以 对 角 化 的 条 件 与 方法 ， 
成 为 本 章 的 一 个 重点 . 要 理解 并 掌握 线性 变换 的 矩阵 可 以 对 角 化 的 必 
要 条 件 、 必 要 充分 条 件 和 充分 条 件 , 对 于 几 个 必要 充分 条 件 , 要 认识 它 
们 本 质 上 的 一 致 性 . 另外 ,还 要 会 具体 地 求 出 对 角形 以 及 基 的 过 湾 抵 
阵 , 即 掌握 对 角 化 的 方法 

本 章 的 难点 是 :特征 值 与 特征 向 量 ,不 变 子 空间 ,了 哈密 尔 屯 一 凯 莱 
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定理 及 应 用 . 

特征 值 与 特征 向 量 ,既是 本 章 的 一 个 重点 ,又 是 本 章 的 一 个 难点 ， 
原因 在 于 : (1 ) 福 念 本 身 较 抽 象 ;(2) 不 容易 讲 清 引 入 的 背景 ;(3 ) 计算 
较 复 杂 ,不 仅 量 大 ,而且 所 用 的 知识 多 ;(4) 关 于 不 同 特征 值 的 特征 加 
量 线性 无 关 的 结论 ,证 明 也 较 复 杂 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 要 从 不 同 
的 侧面 理解 引入 概念 的 必要 性 与 合理 性 ; (2) 用 解析 几何 的 事实 作 解 
释 , 若 线性 变换 o 把 非 零 向 量 & 变 为 与 & 共 线 的 向 量 和 0 , 则 就 是 o 的 
属于 特征 值 he 的 特征 向 量 ;(3) 用 一 些 较 简 单 的 例子 来 熟悉 与 理解 概 
念 ;(4) 复习 多 项 式 、 行 列 式 、 齐 次 线性 方程 组 、 向 量 的 坐标 等 有 关内 
容 , 为 计算 打 好 基础 ;(5) 线性 变换 o 在 基 e. ,ez ,，…,e, 下 的 矩阵 是 4， 
弄 清 e 与 4 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 的 关系 ;(6) 提 出 一 些 简 
单 的 思考 讨论 题 . 

不 变 子 空间 是 本 章 的 一 个 难点 ,原因 在 于 :(1) 关 于 不 变 子 空间 的 
定义 的 引入 ,不 容易 说 明 ,往往 使 人 感到 突然 ;(2) o 限制 在 其 不 变 子 
空间 W L ,得 到 cl W.W F oÁ l 多 与 er 的 联系 与 区 别 , 不 容 饭 理解 ;(3) 
不 变 子 空间 又 往往 与 一 些 较 困难 的 概念 ,如 直 和 、 特 征 值 与 特征 癌 量 
等 ,联系 在 一 起 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 通 过 例子 ,如 线性 变换 的 值 域 
与 核 , 理 解 不 变 子 空间 的 定义 等 ;(2) 通 过 后 面 研 究 线性 变换 的 矩阵 的 
化 简 , 反 过 来 认识 不 变 子 空间 的 意义 ;(3) 复 习 线性 变换 的 矩阵 、 直 和 
等 概念 ,为 理解 不 变 子 空间 概念 作 准备 . 

哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 及 其 应 用 是 本 章 的 一 个 难点 ,原因 在 于 :(1) 
哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 的 内 容 不 易 理 解 ,并 容易 发 生 误解 :因为 f(A 和) 
=l AI - Al ,所 以 h(4) =l 41 - 41 = 0;(2) 哈密 尔 顿 — 饥 莱 定理 的 
证 明 篇 幅 较 长 ,而 且 用 到 伴随 和 矩阵、 和 矩阵 多 项 式 等 概念 , 不 容易 掌握 ; 
(3) 应 用 该 定理 将 向 量 空间 按 特征 值 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 ,其 证 
明 较 困难 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 复习 行列 式 、 伴 随和 矩阵 等 概念 ;2 ) 
掌握 和 矩阵 系数 多 项 式 的 概念 ,并 且 ,能 够 把 以 多 项 式 为 元 素 的 矩阵 与 为 
矩阵 系数 的 多 项 式 ;(3) 指出 ,f(A4) Zl Al -41 ,左右 两 边 的 信义 不 
同 ,但 这 一 误解 可 能 是 激发 人 们 发 现 该 定理 的 一 个 因素 ;(4) 复习 直 和 
的 定义 及 判定 方法 ,为 证 明 按 特征 值 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 作 准 备 ， 
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并 且 , 从 整体 上 将 证 明 分 为 几 个 部 分 ,认真 研读 ,一 步 一 步 地 搞 清 要 


6.3 ”例题 解析 


6.3.1 线性 变换 的 判定 及 构 作 

1. 证 明 向 量 空间 的 变换 是 线性 变换 时 ， 要 按 定义 逐条 逐 点 进行 验 
证 ;证 明 不 是 线性 变换 时 , 仅 需 要 通过 具体 向 量 指出 定义 中 的 某 一 点 不 
成 立 就 可 以 了 . 

例 1 证 明 : M.( F) 中 的 变换 

og:o(X) = AX - XA, VX e M.(F). 

是 线性 变换 ,其 中 4 是 M, ( F) 中 一 固定 矩阵 . 

证 明 og E M.,(F) 的 变换 , 且 对 于 X,,X。 e M,(F),k e FF, 有 

Oo(X, + X,) = A(X, + X,) — (X, + HX)A = (AX, - X,A) + (AX, 
— X.A) = c(X,) + e(X,),o=(kX,) = A(kX,) - (kX, )A = k(AX, 一 
X À) = ke(X,). 


所 以 = 是 线性 变换 . 
例 2 证 明 : RR 中 的 变换 0 : 
(a,b) ,ab > 0 > 
a,b)) = \ 是 R° BJZX PE AF258. 
o((a,b)) = [a < 0 不 是 RR 的 线性 变换 


证 明 对 于 (-2,-3),(-1,4) eR,o((-2,-3)+(-1,4)) 
=o((-3,1)) = (-3,-1),c((-2, -3)) +o((-1,4)) = ((- 
2, -3) +(-1,-4) = (-3,-7),c((-2,-3)+(-1,4)) # o(( — 
2, -3)) +o((- 1,4)) 所 以 ,o 不 是 线性 变换 . 

例 3 ”判别 下 面 所 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 ? 

(1) 在 下 中 ,ol(a,b,c) = (a +1,a +b,c),V(a,b,c) € F°; 


(2)# F[:] tR,c(/(t)) = | G )sinzar , YA) e F[:t]. 


解 (1) 不 是 . 因为 o(0,0,0) = (1,0,0) ,可 见 o 3 F° 的 零 向 量 
变 成 了 非 零 向 量 , 故 o 不 是 线性 变换 . 
(2) 是 . 因为 对 任意 f(t) ,g(t) e F[t] k e 下 有 
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of\t) +g(t)) = | | (f(r) +g(r))sinrdy = | or)sinrdy + [ p(T)sinrdr = 


ot)) +o(e()),c (600) = | (Mr))sinrdr = | fr)sinrdr = holt)) 


2. 构 作 线性 变换 时 要 根据 线性 变换 的 定义 及 已 知 的 性 质 

例 4 io es5Y). 证 明 :dim In(c) = dim Im( °) 一 个 充 要 条 
件 是 必 存 在 了 的 一 个 可 逆 线 性 变换 ,使 on = ra 

证 明 先 证 必要 性 . 设 ja aa 3 V, 的 一 个 基 , 则 YY = 
ra ,aua). 令 dimIm(c) = dim Im(o°) = r ,于 是 

Im(o) =o(V) = L(o(e,)," Canh)) 
为 方便 起 见 ,不 妨 令 o(a),…,o(a,) 线性 无 关 , 这 样 In(c) = 
ZICai) ICar)) 
由 于 
Im(o) = o?(V) =ZLo(a) (oa)) € Im(o). 

H dim Im(o2) = dim Im() , 必 有 Imn(o) C In(c) ,因此 ,o (ai )， 
… ,0 (@,) 线性 无 关 . x 

对 此 分 别 对 两 组 线性 无 关 的 向 量 fc(a ) oc (o,)1 io (o), 
oa) 扩充 为 V 的 两 个 基 : | 

(1) (w), c(e,),8,. a 2 B,.; (2) o (ar), o (0) yas 
…,y,. 于 是 由 这 两 个 基 向 量 确定 了 一 个 线性 变换 7 ,使 

T(a(a)) = 0 (a) ,i = 1, ,rr; 
7(B) = yy =r+1,,n. 
由 此 定义 , 便 知 7 是 可 逆 的 . 
”同时 , ro = o ,这 是 因为 ,对 基 | al ,aa as 显然 有 
ra(ai) = o° (e) ,i = 1 
面 
TO(Q;) = o° (o) ,j =r+1,.…,n 


亦 成 立 . 事实 上 , o(@) e Im(o) = Ke(a) ,ac(a)) ,因此 (al) 
= 区 ho(a) ,于 是 
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ro(a)=7( Y ko(ai) EY hiro) ko? (ai) = o( Y. ko(ei)) = 


oo(law) = o° (o), r 即 为 所 求 . 
再 证 充分 性 . 由 于 7 是 可 逆 的 线性 变换 ,所 以 ,对 了 中 任意 一 子 空 
[B] W , 8848 
dimW = dim7( TU). 
其 中 7(W) = fr(Gc) 1 e Wi} .因此 有 
dim Im(g) = dimr(Im(g)) = dimr(o(V)) = dimo (V) = dim Im(o°). 
6. 3. 2 线性 变换 的 矩阵 
1. 线性 变换 在 指定 基 下 的 矩阵 
这 类 问题 大 体 上 可 以 分 为 三 种 类 型 ; (1)o(el),o(e;),…， 
o(e,) 用 e,e,…,e, 线性 表 出 ,而 后 由 定义 直接 号 出 ;(2) Hp s 
阵 了 及 相似 关系 了 ”AX ;(3) 引 人 第 三 组 基 , 使 所 给 的 两 组 基 均 与 其 发 
生 关 系 . 
例 S5 #M,(F) 中 定义 线性 变换 cr : 


ro 人 (全 
试 求 og 在 基 Ei ,Ei ,Ez ,Ew 下 的 矩阵 . 
解 ” 因 为 

o(E) = N -)(0 o) = l° 1] = QU + cË, , 
o(E,) = N °) 5.) = (。 中 = ak, + cË, ， 
see = -人生 -rm 
sa) >° 0 9)-Ú usss 

所 以 ， 0 在 基 El ,Ei ,E, ,Ess 下 的 矩阵 是 


ON OO 


* 


ON ON s 


ON 
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例 6 已 知 中 的 线性 变换 在 基 mT = (- 1,1,1) ,nm, = (1,0, 
一 1) ,Wh = (0,1,1) 下 的 矩阵 是 


l 0 1 
l 1 O|: 
-1 2 1 


试 求 o 在 基 e, 一 (1,0,0) 1 2 一 (0 ,1,0) ,23 一 (0,0,1) 下 的 矩阵 . 
f 因为 


(7, ,7 , Th) 一 (sl 22 ， £3) = 一 


0 -1 
所 以 Th + 7] ,773 到 C1362 63 a . .因此 ,er 在 
] 


£| , €> |, £€3 下 的 矩阵 是 


-1 1 OYY/1 0 1Y-!1 1 OY' /-1 1 -2 
|: 0 | |: 0 I -| ; | 
|! -1 1 -Ú-1] 2 1 1 -1 1 3 0 2 

例 7 设 c 是 屎 的 线性 变换 ,al = (-1,0,-2),e, = (0,1,2)， 

= (1,2,5) 是 广 的 一 组 基 , 且 ol(@) = (2,0, -1),c(a) = (0, 
0, 0.1) ,0(Q3) = (0,1,2) , 试 求 o 在 基 pB! = (1,1,0),p, = = (1,0,1), 
B，= (0,1,2) 下 的 和 矩阵 . 

解 取 基 se, = (1,0,0),e, = (0,1,0) ,se = (0,0,1) , 则 (8B, ,2，， 
6;) = 一 (&1,62,63)4, (al ,aa ,as3) = (61,€2, e, )B, oo 0% 5) = 


(e, , £ 2 e, )C , 其 中 


-1 1 0 -1 0 1 2 0 0 
4=|1 0 1|B=|]0 1 2|C=] 0 O 11 
0 1 2 -2 2 5 -1 1 2 


从 而 c (B, B, ,B; ) 一 O(E) ,£6),63 ) 4 一 o ( w, , C2 aa) 有 A 
= (£1,6, ,6€3)CB 4 = (B, ,B, .8,)A CB 4. 
因此 , = TEE B, P. ,Bs 下 的 和 矩阵 是 
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2 2 -1 
AICBIA=] 48 2 -1|. 
| 四 -1 U 
2. £h ES R n 384 y ,在 某 组 基 下 的 矩阵 x 
要 求 线性 变换 的 和 在 某 基 下 的 矩阵 , 先 分 别 求 出 所 给 线性 变换 在 
某 基 下 的 矩阵 ,然后 求 出 矩阵 之 和 即 可 . 同 理 可 得 乘积 、. 逆 在 某 基 下 的 
kB E£. | x 
例 8 设 o,7 8 FP 上 线性 变换 ， 


(人 (= 
其 中 ar ERi=12, 求 co+7rOT 在 天 iD 天, 开 2 下 的 矩阵. 
解 ” 先 分 别 求 o ,7 在 基 Ei, ,Ei E, ,E,, 下 的 矩阵 . 


(0 0)= (0 oj 21)= (0 oj 可 + 
(0 0)=(o ol Do oh 
oj- (1 oi -= (i -+ 
ro 1) = (0 ü -人 -本 -名 


0 O /0 0 0 OÓ /0 O 
(r 0)= (0 0) = 00 1) = (0 2) ez. 
1 0 ÀO O 0 1 \0 r 
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所 以 在 Ei,E,,,E ,E> 下 的 矩阵 为 


r 0 0 0 
p210 0 0 O 
0 0 0 O 
0 0 O r, 
从 而 er 十 rf E, , E, ,E,, , E, 下 的 矩阵 为 
1 1 0 O r 00 O l+r 1 0 0 
A+B=|: -10 00000 1 -19 0 | 
0 0 1 1 0 0 0 0 4 0 1 lj 
0-0 1 -1 0 0 0 > 0 0 1 r-l 
OT 在 ki ,E12 ,Ez ,上 2» 下 的 矩阵 为 
1 1 0 0Y0o00oymn00 0 
p=|ll -10 0|0000|_I"n 00 0 
0 0 1 1I0000| 1000 r 
0 0 1 -i\0 0 0 +J \o000 -nr 


3. 线性 变换 的 和 矩阵 应 用 

(1) 求 线性 变换 o 的 迹 . 

n 阶 和 矩阵 4 = (a;)nn BJ ,定义 为 主 对 角 线 上 元 素 的 和 , 记 为 774， 
TrA = a, +a, + +a, = y> a;. 可 以 证 明 ,相似 的 和 矩阵 有 相同 的 迹 ， 
于 是 可 把 线性 变换 o 的 迹 说 成 它 的 任何 一 个 矩阵 表示 的 迹 . 由 此 ,要求 
所 给 线性 变换 o 的 迹 , 只 需求 出 er 在 一 组 基 下 的 和 矩阵 . 

例 9 K R° 上 的 线性 变换 c 的 迹 , 其 中 . 

ICx;y;z) = (ax 二 ay 二 az bxX + b,y +bazcixX + Coy + csz). 


f 先 求 出 o 的 矩阵 表示 ,在 及 中 选 两 基 e, = (1,0,0) ,e, = (0, 
1 ,0 ) ;3 _ (0,0,1) , 则 er 在 基 =, ,e， ;3 下 的 矩阵 为 


G, G, d, 
b, b, b, 
Cr €G CG 


所 以 er 的 迹 为 Tr4 = a, + b, + c, . 
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(2) 已 知 和 矩阵 , 求 线 性 变换 

求 给 定 基于 的 矩阵 的 线性 变换 , 只 需 对 任意 上 e V, 求 出 ot 由 给 定 
基 的 表达 式 , 则 c 即 为 所 求 . 
6. 3. 3 ”线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 

1. 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 

(1) 用 定义 求 线性 变换 的 特征 值 与 特征 向 量 . 

按 定 义 求 线 性 变换 o 的 特征 值 与 特征 向 量 的 一 般 步骤 为 : 

在 向 量 空间 了 中 取 一 组 基 el ,se,,…,s,, 写 出 o 在 这 组 基 下 的 逢 
阵 4 ; 

@ 求 出 4 的 特征 多 项 式 1 xI -41 在 数 域 下 中 全 部 根 ,它们 就 是 线 
性 变换 er 的 全 部 特征 值 ; | 

昌 把 所 求 的 不 同 特征 值 逐 个 代 人 齐 次 线性 方程 组 


(AT -4)| 2 |= 0 ( *) 
对 于 每 一 个 特征 值 \; , 解 方程 组 (A;7 - 4)| 2 |= 0, 求 其 基础 解 系 ,就 可 


得 出 一 组 属于 Ai; 的 线性 无 关 的 特征 向 量 ,从 而 求 得 o 的 全 部 特征 向 量 . 
例 10 ” 设 o 为 三 维 实 向 量 空间 上 的 一 个 线性 变换 , 且 在 基 el ,e，， 


2 -1 2 
ze; 下 的 矩阵 为 4 -| -3 3 人 
-1 0 -2 
A-2 1 -2 
f ”4 的 特征 多 项 式 为 KA) =1 AI -41l=| -5 A+3 -3|= 
] 0 À +2 


(À +1)’, 于 是 4 的 特征 值 为 = À, = À =-1. 
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-3 1 -2yVY i 
把 入 = -1 代入 方程 组 ( pal 2 -| x, |= 0. 求 得 一 个 
l 0 1 Ax; 


基础 解 系 为 了 = e, + e, -23, 因 此 属于 -1 的 全 部 特征 问 量 为 km( 上 为 
任意 非 零 实数 ) . | 

例 11 设 o 是 复数 域 上 的 四 维 问 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 且 在 
基 e ,se,,s;,s4 下 的 矩阵 为 


1 1 1 1 
1_|1 1 -1 中 
1 -1 1 -1 
1 -1 -1 1 
求 er 的 特征 值 与 特征 向 量 . 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
A-1 -1 -1 -1 
_ r |-1 A-1 1 l |_ ) _ 5 
NA) =IM-4I=| 7. 1 3-1 1 (A -2) (À +2). 
-1 1 l 和 -1 


得 到 er 的 特征 值 为 MA = A, = A, =2,A4 =-2 


解 方程 组 (27 - A) N; = 0, 得 x，= x, + xy + x, ,所 以 基础 解 系 为 


m = (1,1,0;,0),7 = (1,0,1,0),n; = (1,0,0,1). 
故 o 的 对 应 于 特征 值 2 的 一 切 特 征 值 向 量 为 : 
km + km + km = k (e, + 52) +k,( e, + e3) + k,(ë&, + £4). 
其 中 ,k, ,hk 为 不 全 是 零 的 复数 . 
解 方程 组 
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所 以 基础 解 系 为 了 = = (一 1,1,1,1), 故 og 的 对 应 于 特征 值 - 2 的 一 切 特 
征 值 向 量 为 kn = k(- e, +e,+ée3+e),k 0. 

(2) 利 用 行列 式 的 方法 与 技巧 , 求 线性 变换 的 特征 值 . 

求 线性 变换 的 特征 值 ,主要 在 于 将 特征 多 项 式 /(A) =l A1 -41 计 
算出 来 ， 而 1 MT - 41 是 一 个 行列 式 , 所 以 在 求 特征 值 时 ,可 以 充分 利用 

行列 式 的 计算 方法 与 技巧 . 特别 是 求 阶 数 较 高 的 矩阵 的 特征 值 时 更 需 

要 如 此 

例 12 设 a= (aa…a) ,B= (b ,b,,- b )', Hab 关 0， 
ap8 =0. 设 4 = a8, 求 4 的 特征 值 . 


ab, 一 从 a,b, ... aib, 
解 14-All= a,b, 02b, — À a,b, 升级 
ab, a.b, ab 一 从 
1 b. b, b. 1 b b, b 
0 ab -À a,b, a,b -a -A 
0 a,b, a,b, — À ab, |= |-—“a, 一 从 
0 ab, ab, a,b, — À _ a, 一 从 
1 - “Ë b b b. 
一 从 
一 一 _ Í “A. 
， (- 1) 
一 从 
于 是 4 的 特征 值 为 A， = … = A, = O. 
(3) 利 用 相似 性 求 特征 值 


由 于 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 是 相似 的 ,而 相似 的 矩阵 有 
相同 的 特征 多 项 式 , 进 而 有 相同 的 特征 值 ,这 样 ,可 利用 相似 性 , 当 两 个 
矩阵 相似 时 , 取 一 个 比较 简单 的 矩阵 ( 含 零 多 的 抢 阵 ) 来 求 其 特征 值 

例 13 设 s,e:,ss,e4 是 四 维 向 量 空间 V 的 一 组 基 ,线性 变换 cr 在 
这 组 基 下 的 和 窍 阵 为 
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-10 3 11 一 7 


T = ë + g, + ë, + £ 


@ 求 v 在 基 | = 26 + -2 + 2 下 的 矩阵 ; 


Ts = 6&3 
Ta 一 “4 
@ 求 o 的 特征 值 . 
解 Qo # mi n: 7, Tha 的 答 阵 为 | 
0 0 6 _ 5 
| 0 0 -5 4 
B = T AT = 7 3 |: 
29 7 -7 
0 0 5 _ 2 
Ge 的 特征 多 项 式 为 : 
A 0 -6 5 
Da 
| A ~- BI = 7 3 =À (À -1)(À — —). 
0 0 À - > 2 
0 0 一 3 À +2 


” 故 o 的 特征 值 为 入， = A, = O,A, = l,A, = —. 


2 

2. 特征 值 特征 向 量 的 应 用 

运用 方 阵 的 特征 值 ,特征 向 量 的 方法 是 解决 线性 变换 和 矩阵 以 及 
行列 式 中 一 些 问题 的 方法 之 一 , 它 主要 是 用 方 阵 的 相似 作 过 渡 或 应 用 
“相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 "这 个 结论 以 及 与 特征 值 有 关 的 一 些 等 式 
(不 等 式 ) 将 所 讨论 的 问题 化 简 ,从 而 使 问题 得 到 解决 

(1 ) 矩阵 的 对 角 化 

先 求 出 特征 值 与 特征 向 量 ,根据 所 得 到 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 
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个 数 确定 可 否 对 角 化 . 而 在 可 以 对 角 化 时 ,以 计算 过 程 中 所 得 的 基础 解 
系 的 风量 为 列 ,作成 过 湾 矩 阵 ,但 要 注意 列 与 特征 值 的 对 应 关系 . 


例 14 ”判断 下 面 矩 阵 4 能 否 与 对 角 阵 相似 ? 若 能 , 求 出 满足 有 = 
T''AT 是 对 角 阵 的 了 . 


f 先 求 4 的 特征 值 


A-3 -2 1 
[AT-4I=| 2 A+2 -2|= (A-2) (A+4). 
| _ 3 -6 À +1 

故 4 的 特征 值 为 2,2, - 4. 
再 求 4 的 特征 问 量 . 


=4 À = 2 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 


-1 -2 1 VN 
2 4 s EL 
-3 -6 3 Ax, 
求 得 一 个 基础 解 系 1( -2,1,0),(1;0,1) 
当 和 A = -4 时 , 解 齐 次 线性 方程 组 


-7 -2 ] x, 
2 -2 -> = 0, 
-3 -6 -3 人 x, 


求 得 一 个 基础 解 系 (二 ,~ 地 ,1)， 


由 于 基础 解 系 所 含 向 量 的 个 数 都 等 于 对 应 的 特征 值 的 重 数 ,所 以 


3 | -4 0 O 
4 可 以 对 角 化 , 取 了 = 0 2 | 
| 0 0 2 


| 7 47 = 
-二 | 0 由 


1 0 1 
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例 15 设 4 是 一 n 阶 下 三 角 和 矩阵 ,证 明 : 

OD 如果 a, = ao (ij = 1,2,…,n) ,那么 4 相似 于 一 对 角 和 矩阵 ; 

Ea = a, =…= au 而 至 少 有 一 aiw = 0( i > J|) ,那么 4 不 
与 对 角 阵 相似 

证 明 ”因为 4 为 下 三 角 阵 ,所 以 

FA) =l AI-Al= (À -on) CA- an) (A -am). 

Ma, a(i¥j),(i,j = 1,2,…,n) , 故 4 有 nn 个 不 同 的 特征 值 ,因而 
矩阵 4 所 对 应 的 线性 变换 o 在 某 组 基 下 的 矩阵 是 对 角 阵 , 故 矩 阵 4 相 
似 于 对 角 阵 
À, 
@ 假 设 4 与 对 角 阵 B = 


fmm 
À, 


值 和 ,和 A,，…, 和 ,又 因为 4 的 特征 多 项 式 A(A) = (À -aa) ,所 以 有 Ai 
= À; = … = À, = au. 由 于 B = | ， | al 且 存 在 可 逆 阵 
GI 


T 使 4 = T71BT = T'la IT = a T'IT = anl = B, 这 与 4 至 少 有 一 
个 au # 0 3:58 , k 4 不 可 能 与 对 角 阵 相似 . 

(2) 求 方 阵 的 等 

当 一 个 矩阵 4 能 与 对 角 阵 相似 时 , BD B = T'AT, MU 8 B° = 
(T!'AT)*' = T7144"T, 从 而 4”= 7B"7 ,这样 可 求 出 4 的 nm Kak. 


3 4 0 0 

例 16 设 4=| 4 ”00| 求 1 41* 及 A*(k 为 正 整 数 ). 
0 0 2 4 
‘0 0 0 2 


A 0 
人 


| AL-A 1 = A -25 =-(A-5)(A+5), 所 以 NM =5,A = -5 且 相应 
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特征 向 量 为 (2,1), (1, - 2) ,那么 令 了 = Ñ “可 得 TA T = 


5 0 Y I 42k 和 0 2k 2k 2k 1 2k 
| :所 以 TT = |" )=5 ,从 而 42* = TS27 T = SP, 


0 和 
TE 的 ,本 
5 0 0 0 | 
A* = 0 5 0 O ,| A12 = 10%. 


0 0 2k jJ22+ 
0 0 0 2 
3. 特征 多 项 式 ,哈密 尔 顿 ~ 凯 莱 定理 的 应 用 
(1) 求 特殊 方 阵 的 适 
x 1 
例 17 设 4 = | 


a b 
0 ww c 
0 0 w 
其 中 a,b,c 是 任意 数 ,o = SL t 3 k A R A". 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
A-1 -a -b 
0 A-w 一 C 
0 0 À -地 x 
由 险 密 尔 顿 - 凯 莱 定理 知 ,上 - I =0 即 4 = 工 故 4.4 = I, A A 
= 42 ,所 以 4 ú (A2y3 . À = A. 
(2) 将 某 矩 阵 表 为 矩阵 4 的 多 项 式 
例 18 设 n 阶 矩阵 4 是 可 逆 的 ,证 明 4 的 逆 矩 阵 4” 与 伴随 矩阵 
A* 都 可 表 为 4 的 多 项 式 . 
证 明 设 4 的 特征 多 项 式 
FA =l AT -Al=A"+taA” + +a + a,. 
因为 4 可 逆 , 所 以 常数 项 a, = (-1) 141 关 0 ,由 哈密 尔 顿 - 饥 莱 年 


" 


| AI -Al = = (À -1)(À -oOA-o) = A° -1 
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理 知 
f(A4) = A" +a A" + +a.A+al=0. 


于 是 -二 (4 +a "2 +. +a, DA = 大 因 此 得 4 = - (A + 


a "2 +. +a); XH AA. =1417 得 4 =I Al A =(- 
1) "(A +a +. +a). 
6. 3. 4 不 变 子 空间 

1. 34 刺 是 线性 包 时 ,只 须 证 生成 元 的 象 均 在 四 中 即 可 证 明 轴 是 
- 子 空间 

例 19 证 明 : 由 线性 变换 o 的 特征 向 量 所 组 成 的 任意 一 集合 生成 
的 子 空间 是 ex - 子 空 间 . 
x 证 明 i W = L(e,," G.) ,a 是 o BJFF0EISFEL EL ca, = Aia;,i = 
1] ,2,…,5, 因 为 oa; = 和 ia， E 邦 II=12 s, LJ WE c -了 于 空间 . 
2. 当 WW 不 便 表 成 线性 包 时 ,可 严格 按 定 义 证 
例 20 VW E o - 子 空间 ,f(x) = F[x] ,证 明 丈 也 是 Ke) - + 


证 明 ” 先 用 数学 归纳 法 证 明 cea es W. 

Va e 克 , 当 上 =1 时 ,因为 是 co - 子 空间 ,所 以 oa e W ,结论 
成 立 . | 

设 k > 1 ,并 且 结论 对 于 大 -~ 1 成 立 . 因为 wa = c(c a) ,由 归纳 
假设 ofia e W, XW E o - 子 空间 ,所 以 ,oa e 多 ,结论 也 成 立 . 故 
对 任意 自然 数 n ,结论 都 成 立 . 令 f(x) = a,x" +… +ax + ao, f( o=) 
= ag" +: +a +a0; 于 是 fo)a = a,c"a + -:: +aioQ +aoQ. 因为 
是 子 空间 ,又 oa 8 W, aca + aga e W. Ai (e) e W. 
所 以 W Ë f( o) - 子 空间 . 

例 21 设 V=V@V,,o,T elL(V),VYVa=a +a, € V(oj eV., 
i =1,2) 都 有 ol(a) = a ,证 明 :V 与 妨 都 是 7 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 
件 是 gr = rc. 

证 明 ”必要 性 . Va = al +e, eVa,eV,i=1,2, 则 7(a) = 
r(a,) +7(@) 8 V = VOR. 进而 go(7(@a)) = r7(w,),r(G(ea)) = 
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7T(al);, 故 or(a) = ro(a), 即 or = rz. 
充分 性 . Va e Vi, 则 有 oa(a) = aw, 进 而 c(r(a)) =7(o(a)) = 
T(a) . 令 7(a) = B, +B, e V,B, e Vi,i = 1,2, 于 是 有 
T(a) = o(T(e)) = o(B, +8,) = B, eV. 
Ëll r( V.) C V, , ÉI V, 是 7 的 不 变 子 空间 . 
” 同 理 , Va e V,,c (a) = 0, 进 而 o(7(a)) =7T(o(a)) =7(0) = 
0. 令 (a) = B, +B, e V,B, 8 V.,i = 1,2 ,于 是 有 | 
It7T(a)) = c(B, +B,) = B,, 
由 此 得 8 =0, 因 此 7r(a) = B, =< V,,Bllz( V,) € V, ,ë& V, tHJE r 的 不 
变 子 空间 . 
6. 3. 5 ”线性 变换 的 值 域 与 核 
l. 设 m 维 向 量 空间 Y 的 线性 变换 o 在 基 si ,e,,… ,se, 下 的 矩阵 是 
4,4 的 秩 为 > 求 出 4 的 列 向 量 组 Fm,，… ,7 的 一 极 大 无 关 组 7 , mi, ， 
… ,7; , 则 得 到 o(P) = Lei) (ea) ICeih)). 求 出 4X = 0 的 
一 基础 解 系 ,以 它们 为 坐标 的 向 量 为 qi ,as ,……,a,,, 则 得 到 er” (0) = 
L(a ,，… 6... ). 有 时 ,利用 关系 式 o 的 秩 + oa 的 零度 = n 来 简化 计算 . 
例 22 设 z81,s,,s;,24 是 4 维 向 量 空间 了 的 一 组 基 . 已 知 了 的 线性 
变换 o 在 该 组 基 下 的 矩阵 是 
1 0 
-1 2 
] 2 
2 _ 2 


2 1 
l 3 
3 5 
l -2 


4 = 


试 求 o 的 值 域 与 核 . x 
解 在 c BE o 1 (0) rH/fEX— [nj Et x = X £, + X,£; 十 X3E3 T X,Ë4, 
则 由 exr(a) = 048 


a: 
R. 
DDO — OO 
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求 得 一 基础 解 系 为 ( -4, -3,2,0),(-1, -2,0,1), 从 而 , a, = ~ 4e， 
— 3e, +253 0 = — e, = 2e, + e, Jo (0) 的 一 组 基 , 因此,o- (0) = 
7(al ,ay ) ， 

由 于 c 的 零度 是 2, 所 以 o 的 秩 为 2, 即 4 的 秩 为 2. 而 4 的 前 两 列 
线性 无 关 , 所 以 ol(s),c(e) Es c(8,),c(e,),c(e,),c(e,) 的 一 个 
极 大 无 关 组 ,因此 og(V) = L(o(el) ,OKCE2 ) ) . 

例 23 已 知 R 的 线性 变换 

Ia,pc) = (a +2b —c,b +c,a + b — 2c) 
求 vR: 55 o 1 (0) 的 基 与 维 数 | 

解 取 R 的 基 e, = (1,0,0),e = (0,1,0),e = (0,0,1)o ## 


@) + €> > 3 下 和 挎 阵 为 
1 2 -1 
4 | 
l 1 -2 


可 求 得 rank4 =2 月 (1,0,1)',(2,1,1)' 是 4 的 列 向量 组 的 极 大 线性 无 
关 组 , 故 dimoR” = 2, ol(e,),o(e,) 是 oR 的 一 组 基 . 

求解 Ax = 0 得 基础 解 系 (3, -1,1)', 故 dimo (0) = 1, B 3e, - 
e, + 6 是 go (0) 的 基 . 

2. 求 象 空间 o(V) 时 ,也 可 寻求 基 的 象 的 极 大 无 关 组 . 

例 24 同 例 22. 

解 因为 c(el) = (1,0,1),c(e,) = (2,1,1),o(es) = (-1,1, 
-2) ,可 得 该 向 量 组 的 秩 为 2, 且 (1,0,1),(2,1,1) 是 一 个 极 大 无 关 
组 , 故 dimoR =2 且 ol(e,),o(e,) 是 oR 的 一 组 基 . 

(a,b,c) eo (0), 则 由 o(a,b,c) = (a +2b —c,b +c,a + b 
-2c) = (0,0,0) 得 


a +2b —c = Ü 
b+c=0 
a+b-2c = 0. 


可 求 得 该 方程 组 的 通 解 为 a = 3k,b = -jc = k(k 任 意 ) ,所 以 (a,b,c) = 
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6.4 ”练习 题 及 答案 


6 4. 1 练习 题 

1. 判别 下 面 所 定义 的 变换 ,哪些 是 线性 的 ,哪些 不 是 ? 

(1) 在 向 量 空间 V 中 ,ot = £ + a, 其 中 a eV 是 一 个 固定 的 同 量 ; — 

(2) 在 向 量 空间 VV 中 ,ot = a, 其 中 a eV 是 一 个 固定 的 向 量 ， 

(3) 在 让 中 ,o(x,xy ,Xs) = (x!,z, + Xa,X3); 

(4) 在 下 中 ,go(xi,%2,X3) = (2x, 一 xx + X ,X1) ; 

(5) 在 Flxj] R, o(f(x)) = f(x +1) ; 

(6) 在 F[x] 中 , o(f(x)) = f(z ), Jer x, e 王 是 一 个 固定 的 数 ， 

2. i V ,V, E V ( F) 的 两 个 子 空间 , 自 dimV, + dimV, = dimV = n 
. 试 证 ; 必 和 存在 一 个 线性 变换 g ,使 Im(o) = V,,ker(o) = V, . 

3. 设 oo 在 R 上 的 线性 变换 ,og 定义 为 o(x,y,z) = (2y +z,zx 一 47， 
3x) , 求 o 在 基 e， = (1,1,1),e, = (1,1,0),e = (1,0,0) 下 的 矩阵 . 

4. 给 定 F° 的 两 组 基 : 

e, = (1,0,1),e, = (2,1,0),e, = (1,1,1). 

m = (1,2, 1),n = (2,2, -1),n = (2, -1,~1). 
设 o 为 的 线性 变换 , 自 cz, = mi = 1,2,3. 

(1) 写 出 由 基 ei,e,,e; 到 基 Th ,72 ,m7 的 过 渡 和 矩阵 ; 

(2) 写 出 o 在 基 si ,s: ,si 下 的 矩阵 ; 

(3) BH c 在 基 mn, ,7, ,73 下 的 矩阵 

5. I F[t ], 的 两 组 基 

(DD:f (0) =l1+20 f) =r+2P ft) = 1 +2r +5P. 

(2):g,(t) = 1 —t,g,(t) = ] +t g (t) = ! + 2. 
X F[t], 的 线性 变换 o 满足 

ofi(t)) =2 +£ ,c(f,(t)) = t,c(f,G(t)) =1 + t + É. 
求 在 基 (2) 下 的 和 矩阵 . 
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6. 已 知 FF” 的 两 个 线性 变换 ; 
oo(X) = XN,7(X) = MÀ. 
x2 _ 1 O _ ] ] 
(VX e F”,M = ( 0j N Ë P _ 1) 
(1) 求 go +z, or 在 基 E, ,Ey E, , Ep 下 的 和 矩阵; 
(2) oa 与 7 是否 可 遂 ? 知 可 闭 , 求 其 逆 变 换 . 


7. 设 2 = V,X = ( ) , 且 设 o 是 由 og(4) = XA 定义 的 V 上 


2 
3 4 
的 线性 变换 , 求 o 的 迹 . 
8. 设 o 是 复数 域 C 上 的 三 维 向 量 空 间 V 的 线性 变换 ,o 在 基 &1 ,ez;， 


€s 下 的 和 矩阵 为 4 


0 0 13 
] "ene thE 
1 0 O 
(l 1 1 1 
9. 求 矩阵 4 = | “， 1 1 | 的 特征 值 与 特征 向 量 

I -1 -1 1 
10. 设 o 为 复数 域 C 上 三 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ,cr 在 el ,ex ,E3 


5 6 -3 
下 的 矩阵 为 4 = ñ 0 1 maaa V 的 一 组 基 , 使 o 在 该 组 
1 2 -1 


基 下 的 矩阵 为 对 角形 ? 若 有 , 试 求 出 该 其 及 对 角形 . 


1 4 23 

11. 设 4 = [ _3 j= 

. 0 4 3 

1 0 0 

12. 设 4 = 0 Jam. >3BJ,8 An =4 + À -I 
0 1 O x 

13. 设 o 为 于 维 复 向 量 空间 了 的 线性 变换 ,和 有 任意 一 非 去 g - + 

空间 , 则 歼 必 含有 一 维 o - 子 空间 . 
14. 设 3 维 向 量 空间 了 的 线性 变换 o 在 基 a ,a, ,a 下 的 矩阵 为 
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1 2 2 
A=|I2 1 2 
2 2 ] 


求证 : W = L( — CI 十 CQ 一 上 十 Qs ) 是 o 的 不 变 子 空间 . 
15. 已 知 扬 ”的 线性 变换 


o(X) = MX - XM( V X E 2 M = [. .)). 


0 3 
sk U (FP”2) 与 c”(0) 的 基 与 维 数 . 
16. 已 知 F[ t], 的 线性 变换 
c (ao + ait + a,” + a,t) 
= (a, — a,) + (a, —as)t + (a, 一 a )Ë + (a, — a,)Ë. 


求 ol(F[i],) 与 o (0) 的 基 与 维 数 . 


l b 1 0 0 O 
.em =; a 二 | jah 
1 1 1 0 0 4 


18. = e L(V,), W 32 V, 的 一 个 子 空间 . 证 明 :dimo(W) + 
dim(Ker(o) NM W) = dimW. 

19. 设 了 是 复数 域 上 的 =” 维 向 量 空间 ,o ,7 是 了 的 线性 变换 , 且 or 
= rc. 

证 明 :(1) 如 果 A 是 c 的 一 个 特征 值 , 那 么 内 是 7 的 不 变 子 空间 ; 

(2) o,7 至 少 有 一 个 公共 的 特征 问 量 . 

20. i; o 为 复数 域 C 上 nn 维 向 量 空间 VV 的 线性 变换 ,证 明 下 述 条 件 
等 价 : 

(1) o 是 短 零 变换 , 即 存在 一 个 自然 数 k, 使 of =0 

(2) o 的 特征 值 皆 为 零 ; 

(3) o 的 矩阵 相似 于 主 对 角 线 元 素 皆 为 零 的 上 三 角 阵 


-J 


(4) c 的 特征 多 项 式 f,( 和 A) = 入 . 
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6.4.2 练习 题 答 案 
l. (1)o(é) =£ +e,o(9) = T +%@ 
e(£ +m) = É +m +a,o (kë) = kë + w 
# (£) +o(m) = o(£ +m) JJ a =0, 同 时 ier(E) = o(kë&). Bk2 
Qa = 0 时 ,o 是 线性 变换 ;a = 0 时,o 不 是 线性 变换 . 
(2) 同 上 题 ,看 go(E) +o(7) = o(£ +m), a = 0, 同 时 ko(&) 
= 0( 斌 ) , 故 当 a = 0 时 ,o 是 线性 变换 ,a 关 0 时 ,ec 不 是 线性 变换 . 
(3) 不 是 . 例如 当 & = (1,0,0),k = 2 时 ,ko(&) = (2,0,0) ,而 
o(k&ë) = (4,0,0) ,可 见 o(WE) # ko(é). 
(4) 是 . 取 é& = (xi,x2 ,x3) ,7 = (9y1,72,73) , 则 
o'(£ +m) = OCX + yi, + y,,Xs + ys) 
= (2x, + 2y, — x, — Yz, X, + Y, + Xs + ys ,XI + yI ) 
= (2x, 一 MXa + xs,x I) + (2y, 一 yy +ya yi) = c(£) + c(m). 
c (k£) = c(kxx,,kx,,kx,) = (2kx, — kx, ,kx, + kx, ,kx)) 
= k(2x, — x, ,x, + x,,x,) = kot. 
(5) 是 . 任 取 f(x) e Flxj,g(x) e Flxj. 令 u(x) = f(x) + g(x), 则 
o(f(x) +g(x)) = ol(u(x)) = u(x +1) 
= f(x+1) +g(x+1) = c(/(z)) +o(g(x)). 
再 令 u(x) = kf(x=),W|]oa(kf(z)) = o(v(x)) = v(x +1) = kf(x+1) 
= ko(f(x)). 
(6) 是 . 任 取 f(x) e F[z],g(xz) e FLx], 有 | 
o(f(x) + g(x)) = f(x) +g(xo) = o(f(x)) + c(g(x)). 
c (M(x)) = M(azo) = ho (f(x)). 
2. 今 dimV =r, 则 dmy = n —- r , Ff iS 
V, = Loar, ,a,) ,V, = L(B,.. ,i ,B,), 
其 中 wa ,… ,a, 线性 无 关 ,B,,, 8, 也 线性 无 关 . 由 a ,… ,a, 扩充 为 了 
的 一 基 : 
QO 1. OL. 
对 7 中 了 个 回 量 : 
0 0 


` 220 < 高 等 代数 的 典型 方法 


则 必 有 一 个 线性 变换 er ,使 
ca) = { 1 r; 
Bisi =r+1,,n., 
FuE V, = Im(o),V = Ker(o). x 
事实 上 ,Im(c) = (La aa "G. )) = Lo(@,),…, 
oa);,oa) U G (a,)) 一 L(B,, … B.) 一 V,. X Ve € V. 一 


La an) , 则 a = Y. ha, 于 是 g(a) = o( Tho) = Phola,) 
=0, 即 得 a e Ker(c) ,进而 VC Ker( o) , 则 | 


dim Ker (c) = n - dim Im(g) =n — (n —r) = r = dimV, 
WJ Ker (a) = V, . | 
3. 先 求 vel,0e, ,0e3. 由 所 给 线性 变换 有 
ge, = o(1,1,1) = (3, -3,3) = 3e, - 6e, + 6e, ， 
ce, = 0(1,1,0) = (2, -3,3) = 3e, - 6e, + Se3 ， 
oes = 0(1,0,0) = (0,1,3) = 3e, — 2e, ~ e;. 


3 3 3 
所 以 o 在 基 el ,e, ,e3 下 的 矩阵 为 4 = 区 -6 | 
| 6 5 -1 

4. (1) 由 过 渡 和 矩阵 求法 可 得 (7 n, ) = (e1582,23)T， 

-4 -3 3 
于 是 了 = 中 2 3 3 | 
2 1 -5 
(2) 由 于 océ; = mi = 1,2,3 , 故 由 (1) 可 得 
Oo(E1,E2,63) = (11 ,7 ,73) = (1,62,63)T. 
所 以 cr 在 el,e,,ei; 下 的 矩阵 为 了 ; 

(3) 因 为 (Th T ,73) = (e,,8,,8s)T, 由 (2) 向 o(e1,52,63) = 
(81,62563)T, 故 0 在 ,7 ,73 下 的 和 矩阵 为 7 77 = 工 即 og 在 1,”， 
T]s Fü 3BEEZ T. 

5. F[:]), 的 基 !1 ,1,1 ， 则 有 

(fJ, J) = (1,1,t)4; 
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(g1,82,83) 一 (1, )B; 
c (f, f, fs) 一 (1,:,)C; 


(1 O 1 1 1.0 2 0 1 
其 中 A=|0 1 2|]B=]-1 0 1|C = 0 1 1|. 
2 2 5 0 1 2 1 O 1 


于 是 (gi ,82,83) = CRP)4 . 利用 以 上 关系 得 
(ggg) = a( (ff fi)d'B) = of fh)A'B 
= (1,t,)CA B= (g,,g,,8)B CA B. 
改 o 在 基 (2) 下 的 矩阵 DD 为 x 


1 2 -2 
peorar| _ 1 :| 


0 1 — ] 

6. (1) 可 求 得 og,7 在 基 E, ,Ei ,E, ,Ey 下 的 矩阵 分 别 为 

| ] 1 0 O j 0 0 0 

A = l -1 0 0 B= 0 1 0 0 | 
0 0 1] ] -2 0 0 0 
| 0 0 1 -1 0 -2 0 0 
ÉN z + r É cr 在 该 基 下 的 矩阵 分 别 为 

2 l 0 0 ] G] 0 0 
A +B = 1 0 0 0 AB = 1 -1 0 0 
-2 0 1 1 -2 -200 
0 -2 1 -1 -2 2 0 0 


(2) 由 于 1 41 = 4,1 BI = 0, 所 以 线性 变换 og PT T 7 A B| 28. 
可 得 go 在 基 Ell E. ,Ez , É, 下 的 矩阵 为 


— > 0 0 
li 0 
so 
， 17 
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X X; 


IEE X = | jE F° , 则 


x, Xl 

-1 | x _1| *2 
(7 (X) 一 如 [ (E, ,E,, ,E,, ,Ey ) ] 一 (E, ,E, ,Ez ,E> ) 

x. 2⁄3 


Xa 和 4 


1 l 1 ] 
_ > + Xu)E + > - x, )EÉ,, + > (s + x,)É, + > (5 -x4 ) Ey . 


-人 人 “| 人 ( ' )= xu. 
2 X, +X, Xa — XA X, “XA 211 -1 
7. 在 了 中 取 一 组 基 为 


1 0 0 1 0 0 0 0 
HR 
' (0 0 U AO of ” 1 02 lO 1 


0 : 0 1 
| = El + 3E, ,zEÉE,, = Ë ,| = E, + 3E,;,, 


2 0 0 2 
ok, ( ] 三 ZE + 4 有 2 ,GE2 = ( | = 2E,, + 4E», 
所 以 o 在 基 E, Ë, ,2 ,E, 下 的 矩阵 为 
1 0 2 0 
À = 0 1 0 2 | 
3 0 4 O 
0 3 0 4 


于 是 Tro = Tr4 =1 +1 +4 +4 = 10. 
8. o 的 特征 多 项 式 为 
À 0 — 1 
IAl-Al= 10 A-1 O 
_ 1] 0 À 
所 以 , o 的 特征 值 为 A! = A. = 1,À, =-1. 
解 方程 组 (I-A)X =0, 得 x， = xs, 所 以 ,一 基础 解 系 为 (1,0,1)， 


(À -1) (A+1), 
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(0,1,0) ,从 而 si + 6; 与 2; 是 o 的 属于 特征 值 1 的 线性 无 关 的 特征 同 
BL. 而 属于 1 的 一 切 特征 回 量 是 k (ë, + gs) + k,g, = ke, + ke, + 
k e, ,其 中 上 ,k, 为 任意 一 组 不 全 为 零 的 复数 . 

解 方程 组 (- 了 -4)X =0, 得 x， = -x;,x，= 0, 所 以 ,一 基础 解 系 
为 (1,0, -1), 从 而 o 的 属于 特征 值 -1 的 一 切 特 征 向 量 是 k(e, - &;) 
= ke, - ke, ,其 中 为 任意 非 零 复数 . 

9. 4 的 特征 多 项 式 为 1 AI - Al = (A -2) (À +2) ,所 以 4 的 特征 
值 为 A! = A =À; =2,À, =-2. 

解 方程 组 (21 ~ A)X =0, 得 x， = x, + xs + x, , 所 以 ,一 基础 解 系 为 
ë =(1,1,0,.0),& = (1,0,1,0),& = (1,0,0,1) ,从 而 4 的 属于 特征 
值 2 的 一 切 特征 同 量 是 太后 + k,£, + és ,其 中 6 ,kb ,ks 为 不 全 零 的 数 . 

解 方程 组 (-27-4)X=0, 得 zx = —x,,x, = xs = x4 ,所 以 ,一 基 
础 解 系 为 上 = (-1;,1;,1,1), 从 而 4 的 属于 特征 值 -2 的 一 切 特 征 问 量 
是 下 ,是 不 为 零 的 数 . | | 

10. 先 求 og 的 特征 值 及 线性 无 关 的 特征 癌 量 . 

c 的 特征 多 项 式 为 
入 -SS -6 3 

l A -1 
-1 ~2 A+l 
所 以 , c 的 特征 值 为 A = 2,A, = 1 +Y3,A3 = 1 -V3. x 

解 方程 组 (21 - A)X = 0, 得 一 基础 解 系 为 (-2,1;0) , Ai m = 
-2s +2 是 ce 的 属于 特征 值 2 的 一 个 特征 向 量 ， 

解 方程 组 人 (1 + V3)7 - 4)X = 0, 得 一 基础 解 系 为 (3，- 1,2 - 
J), AT m = 38, -es + (2 -3)es 是 o 的 属于 特征 值 1 + 3 的 一 
个 特征 回 量 . 

解 方程 组 ((1 - V3)1 - AX = 0, 得 一 基础 解 系 为 (3，- 1,2 + 
3 ) ,从 而 n，= 38, — e, + (2 + /3)e, 是 o 的 属于 特征 值 1 -V3 的 一 
个 特征 回 量 . | | 


| AI - Al = = (A -2)(A” -2A -2), 
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2 
因此 ， c 在 基 7], +T] 7 下 的 甜 阵 是 对 角形 


1 + 3 | 
1-3 


-2 3 3 
| -1 -1 |. 
0 2- 2+683 
11. | A1-A41=(A-1)(A —5)(A +5), 当 A = 1 时 得 一 基础 解 
系 (1,0,0) ,A = 5 时 得 一 基础 解 系 (2,1,2) ,A = -5 时 ,得 一 基础 解 系 


基 El £, 65 到 基 D1 > T] > 中 3 Bp yE EE E: 


l 2 1 l 
(1, -—2,1) .所 以 ,于 = ° | -es -| 5 P 
0 2 1 ~ 5 


1 1 2 1YL O 0 
( - 5) 02 1 JA0 0 (-5)“ 
1 2 1 Y 1 2-5 (1 +(-1)) S1(4+(-1)°) -1 
° | 2 -| S11 +4( - 1) ) °y" + (D | 
02 1 0 2-5 1⁄]J+(-1)n y — S” 1(4 + (-—- 1)) 

12. 4 的 特征 多 项 式 为 

A-1 0 O 
-1 A -1 
0 -1 A 
由 哈密 尔 顿 - 凯 莱 定理 知 f(4) = 4 - 2 — A +I = 0,BJ A = 2 +A 
-了 .从 而 知 在 n = 3 时 ,4” = A" +42 -了 成 立 . 

假设 对 n -1 成 立 , 即 4 = An2 +A2 —- I, (n -1 23) ,两 端 乘 以 
4, 并 由 4 ” = À +A -1 可 得 

A" = A"* +A -lI(n > 3). 

13. 由 于 殉 在 o 下 是 不 变 的 , 设 oiw X TF W BE aí, G (r = 
dimW) 的 矩阵 为 4, ,于 是 > 阶 和 矩阵 4, 有 r 个 复 特 征 根 . 令 和 A 为 4, 的 一 个 
特征 根 ,a 为 a1w 的 属于 和 A。 的 一 个 特征 向 量 , 这 梓 o [y (o) = Aoa, Bh 
o(&) = Aa, V, = La) ,显然 册 CW, 且 是 一 维 的 go -了 于 空间 . 


f/(A) =l AI- Al = =) -A -A+l1, 
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14. 由 val,a ,a3) = (alya aas)4 得 
ICai) = al +2a +2a3: ， 
Ia ) = 2a + ay + 205 ， 
Ias) = 2e, + 2e, + aa . 
任 取 B e 邢 , 则 有 B = k.(- e +e,) + k,(— a, + es) ,而 
ogo(B) =k(-o(a) +o(o,)) +k,(-—c(G,) +o(o,s)) = k (e, — Ga, ) 
+ k,( a, — Ga ) =—-k(—- a +toa,) - k,( - w, + os) E VW. 
故 W kt = 的 不 变 子 空间 . 
15. o 在 基 Ei, 上 ls E, E; 下 的 和 矩阵 为 


0 0 2 0 
á = -2 -2 0 2 | 

0 0 2 0 

0 0 —2 0 


可 求 得 rank4 = 2, B (0, -2,0,0)',(2,0,2, -2)' 是 4 的 列 向 量 组 的 


一 个 极 大 线性 无 关 组 . B dimo P? =2 B o (B) = (0 7 ),o(E) 


= Ë ) ) 是 oF 的 一 组 基 . 
2 -2 | | 
求解 4x = 0 得 基础 解 系 ( -1,1,0,0)',(1,0,0,1)“ 故 dimo 7! (0) = 
2 且 -E,+E, = m Ea +E, = [. 上] 是 (0) 的 一 组 基 . 
0 0 0 1 
16. 取 F[:], 0903 1. 0 n ,因为 o(1) =1-ñ,c(t) =t-P, 
c(É) =-1 +Ë, ,oG() =-t+f,B0D o 在 基 1,1,t,t 下 的 矩阵 为 
I 0 -1 O 
À = 0 1 0 一 | 
-1 0 ] 0 
0 -1 0 ] 
可 求 得 rank4 = 2, B(1,0, -1,0)',(0,1,0, -1)' 是 4 的 列 向 量 组 的 
一 个 极 大 线性 无 关 组 , 故 dimo( F[:t],) =2, 且 o(1)=1 _— U (t) = 
上 -上 E c(F[:],) 的 一 组 基 . 
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求解 4x = 0 得 基础 解 系 (1,0,1,0) (0,1,0,1) , 故 dimc (0) 
=? Bf (t) =1 +í .,f(t) = t +í 为 om (0) 的 一 组 基 . 
17. 因为 4 ~ B, 而 B 是 对 角 和 矩阵 , 故 知 4 有 特征 值 0,1 ,4, 可 求 得 
|A—- AI = A +(a+2)A2 +(1+Ë -2aA+2b-1-b, 
分 别 令 和 A = 0,) =1,A = 48 
2b-1-b6=0 | 
-1 +(a +2) +(1 +Ë —2a) +2b -1 =° = 0 
-64 + 16(a +2) +4(1 +Ë -2a) +2b — 1 - b° = 0 
解 得 a = 3,b = 1. 
]8. z dim( Ker (e) MN W) = r 2 0. 
当 r = 0 时 , 令 a ,…,as 为 多 一 个 基 , 则 
o(W) = Lo(a), ,0( aon) ). 
此 时 只 须 证 r(ai ) ,…,o(a,) 线性 无 关 即 可 | 
33F L. k o(e) +: +k c(e,) = 0,llij (k'a, + +k.) 
= 0 ,Bj] k,e, + +k a, € Ker(g) ' W = 101. 因此 kk =… = k. = 
0, 禾 xf(al) (e, ) 线性 无 关 , 所 以 
dim z( W) + dim( Ker(o) NM W) = dimVW. 
当 r >0 时 , 令 ai，……a 为 Ker(c) nn 罗 的 一 个 基 . X7o,í, o, 5 3 
为 多 一 个 基 :a ,aa Ga 于 是 o(W) = 地 ora) Ca)， 
ra ICan)) = L(o(u,,) CCan)) ,Ro ICan) 
线性 无 关 即 证 毕 . 
事实 上 , 知 
| oa) + +k ol(oa,) = 0, 
则 c (ku. + … + kan) = 0. TA 
kat + kaa, € Ker(o) ñ W = Lea,…,a,), 
因此 kus, +: + kon = ko, + + kg,, 
由 于 ”oy,…,Q, ,GQ ,…,Q, 8 W BJ— 38 8 ku, =: = k. = 0. 
所 以 dimo (W) = m - r .因此 
dim z( W) + dimo( Ker(o) N W) = dimW. 
19. (1) £ e V. , 则 ot = A0é, 从 而 go(7E) = (ocr)£ = (ro )£ = 
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T(oE) = 7T(A0E) = Ao(7E), 即 有 7E € V. 8k V. 是 7 的 不 变 子 空间 . 

《2) 由 于 V, 是 7 的 不 变 子 空间 , 记 71 V. = To ,在 复数 域 上 ,re 必 
有 特征 值 久 ,并 存在 非 零 向 量 a e V. ,使 ra = Ha, 故 ra = 7oa = na. 
又 oa = Aoa, 所 以 a 是 og 与 7 的 公共 特征 问 量 . 

20. (1)= 坟 (2) 设 和 为 o 的 任意 一 个 特征 值 ,iE 是 o 的 属于 和 的 特 
征 向 量 , 则 有 o (£) = Aoé, 其 中 0. 由 于 o 为 窒 零 变换 , 即 o = 0, 
于 是 由 ec (£) = Ao"é ,推出 Mo = 0, 进 而 A。= O. 

(2)=(3) 由 于 o 的 特征 值 全 为 零 , 则 go 的 矩阵 的 Jordan 标准 形 中 
每 个 Jordan 块 的 主 对 角 线 元 素 皆 为 零 , 即 

0 1] 
J, = Ë 和 a 
. 1 
| 0 
所 以 = 的 矩阵 的 Jordan 标准 形 具 有 如 下 形式 : 


Ü * 
| 0 | 
(3)=(4) 由 于 o 的 矩阵 相似 于 主 对 角 线 元 素 皆 为 零 的 上 三 角 阵 ， 
然而 主 对 角 线 元 素 皆 为 零 的 上 三 角形 阵 的 特征 多 项 式 为 的 A) = 入 ,所 
以 oo 的 特征 多 项 式 束 是 人 和 A) = A". 
(4)=(1) 设 o 的 特征 多 项 式 为 人 A) = A", 则 根据 Hamilton - 


Caylay 和 定理 有 HA) = o" = 0, 因 此 og AE hE26 e n. 
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第 7 章 欧 氏 空间 


在 向 量 空间 中 ,向 量 之 间 的 关系 表现 为 加 法 与 数量 乘法 ,统称 为 线 
性 运算 . 我 们 对 于 向 量 空间 自身 以 及 对 于 线性 变换 矩阵 的 研究 都 是 基 
于 线性 运算 . 向 量 空间 作为 几何 空间 的 一 种 推广 ,缺少 了 几何 向 量 的 长 
度 和 夹 角 等 度量 概念 ,但 是 元 素 的 度量 性 质 在 许多 问题 中 有 着 特殊 的 
地 位 . 因此 ,有 必要 在 向 量 空间 中 引入 度量 的 概念 ,使 其 更 接近 于 几何 
空间 ,并 有 更 丰富 的 内 容 与 方法 . 


7.1 ”内 容 提 要 


7.1.1 内 积 和 欧 几 里 得 空间 

1. 定义 与 简单 性 质 

设 了 是 实数 域 R 上 的 一 个 向 量 空间 . 如 果 对 于 VY 中 任意 一 对 回 量 
a,B, 有 一 个 确定 的 记 作 < a,B > 的 实数 与 它们 对 应 ,并且 下 列 条 件 被 
满足 :(1) (a,B》= (B,a);(2) (a+B,y) = (a,y) + (B,Y) ;(3) (ka, 
B> = ka,8);(4) 346 关 0 时 , (a,a〉> 0; 这 里 a,B,y JE V BJ T AS [e] 
量 ,k 是 任意 实数 ,那么 (a,B) 叫做 向 量 a 与 8 的 内 积 ,而 了 叫做 对 这 个 
内 积 来 说 的 一 个 欧 几 里 得 空间 ( 衡 称 欧 氏 空间 ). 

一 些 常见 的 欧 氏 空间 : 

(1) 在 向 量 空间 R' 中 ,对 于 向 量 ac = (al ,aa B = (b1,b,， 
…,b,) ,定义 (a,B》= ab, +a,b, + … +a,b, Wix R' 的 一 个 内 积 ， 
从 而 R" 作成 欧 氏 空间 . 称 这 种 内 积 为 通常 意义 下 的 内 积 . 

(2) Cla,b] 是 [a,6] 上 一 切实 连续 函数 作成 的 网 量 空 间 , 对 于 


f(x) z(a) e CLa,b], 定 义 (Jx) ,8(z)》= (x)A(x)dx, 则 这 是 


C[a,b] 的 一 个 内 积 ,从 而 C[a,b] 作成 欧 氏 空间 . 
欧 氏 空间 了 的 内 积 有 下 列 简单 性 质 : 
(1) (0,a) = 0,Va 8 V; (2)(a,kB) = ka,B), Va,B < V, 
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(3) (e,B +y) = (a,B) + (a,y), Vo ,B,y 8 V; 
(4) °x 3 8) = X Fedep), 


Va ,0 ……0 B, B. .. B. 8 V, Vaya," a, bob,b e R. 

2. 长 度 、 夹 角 与 正 交 、 距 离 

设 V 是 欧 氏 空间 ,对 任意 a eV, 非 负 实数 Va,a)》 称 为 元 雪 a 的 
长 度 , 记 为 1 aq1, 即 1 al = Vlas,a)》 .长 度 为 1 的 向 量 称 为 单位 向 量 . 

非 零 元 素 a, = V 的 夹 角 0 规定 为 

cos 0 = TT < 0 < = 

如 果 元 素 a,B e 了 的 内 积 为 零 , 即 (4a,B) = 0 , 则 称 a 与 B 正 交 或 
垂直 , 记 为 w 上 有 8. 

设 a, 8 是 欧 氏 空间 了 的 问 量 ,a .8 之 间 的 距离 指 的 是 向 量 (a - B) 
的 长 度 , 记 作 d(a,B). 即 ,d(a,B8) =l a-Bl. 

长 度 具 有 如 下 性 质 ( 设 了 是 欧 氏 空间 , a,B e V,k < R): 

(1)( 非 负 性 ) | a1 宇 0, 当量 仅 当 a = 0 时 lal =0; 

(2)( 齐 次 性 ) I kal =l kllal，; 

(3)( 三 角 不 等 式 ) | a +Bl <slal +I 81, ,la -Bpl>lloal-1 811; 

(4) 若 a 关 0, 则 1 al-'a 是 单位 向 量 , 称 为 将 a 单位 化 ， 

定理 ( 柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 ) 对 于 欧 氏 空间 了 中 的 任意 向 量 oa,p， 
成 立 不 等 式 1| (a,B) 1 <l all B1, 当 且 仅 当 a,B 线性 相关 时 ,等 号 成 立 . 

正 交 具有 如 下 性 质 ( 设 V 是 欧 氏 空间 ,a,pB,a,B, e V): 


(1) 当 a #0,8 #0 时 ,a L Bea 与 B 的 夹 角 为 5; 


(2)a Le 上 ai 

(3) 零 向 量 与 任意 向 量 正 交 ; 

(4)awLaca = 0 ; 

(5) 若 a 与 B81,B,,，…,B, 均 正 交 , 则 a 与 B,B,,，…,B, 的 任意 一 线性 
”组 合 正 交 ; 
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(6)# a, ,Qo ，…,Q,(s 2 2) 两 两 正 交 , 则 对 于 任意 的 ,k,,… ,kk 
eR,kio, jos ku, 两 两 正 交 . 
(7) 当 @a LB 时 ,| a +812 =lal2 +I B° ; 
(8) 恕 果 e r a, ,a 两 两 正 交 , 则 
| o, +o, + +a |2?2 =la 12 +iol + +|lo,l’; 
(9) 两 两 正 交 的 非 零 元 素 组 是 线性 无 关 的 . 
距离 具有 如 下 性 质 ( 设 V 是 欧 氏 空间 ,a,B6,y e V): 
(1)d (a,B) >0,d(a,B) = 0@e = B; 
(2)d (a,B) = d(B,a); 
(3)d (a,B) < d(a,y) + d(y,B) . 
7.1.2 ”标准 正 交 基 与 正 交 和 矩阵 


1. 度量 矩阵 x 
设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,a ,a,,… ,a 是 V 的 一 组 基 , 称 矩阵 
(aa)》 (ao) ° (oi, 0) 
《aa ,Qi ) 《aa 0) 和 … 《aa ,am / 
《aa 《anya2 (Qs) 
为 基 al ,a,，… ,Qa 的 度量 矩阵 . 


(1) 设 a,B sy 在 基 a ,ea,,… ,a 下 的 坐标 分 别 为 
X = 《xi ixa x.) Y = (YY2 ,Ya), 

则 (a,B) = XAY', 
其 中 4 是 基 a ,a,,… ,a 的 度量 矩阵 ,这 表明 任意 两 个 元 窒 的 内 积 可 
以 通过 坐标 和 度量 矩阵 的 乘积 表示 出 来 , 即 度量 矩阵 完全 确定 了 内 积 ; 

(2) 度 量 和 矩阵 是 对 称 正定 的 ; 

(3) 设 Bi,B,,，…,B, 是 了 的 另 一 组 基 , 且 由 基 al ,az ,an 到 Bi， 
B, 0 的 过 渡 和 矩阵 为 C, 则 基 x 0 0, 的 度量 和 矩阵 4 TI O, :02 ， 
…,B, 的 度量 和 矩阵 B 满足 8 = C'4C . 即 不同 基 的 度量 矩阵 是 合同 的 . 

2. 标准 正 交 基 
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设 ai,a av 是 半 维 欧 氏 空间 了 的 一 组 基 , 如果 它 们 两 两 正 交 ， 
则 称 之 为 了 的 正 交 基 ;由 单位 元 素 组 成 的 正 交 基 称 为 标准 正 交 基 . 

n 维 欧 氏 空间 了 必 人 存在 正 交 基 与 标准 正 交 基 . XJ n #ERKES Z= lB] V B9 
任意 一 组 基 a ,% ，…a ,都 可 以 用 施 密 特 (Schmidt) 正 交 化 过 程 化 为 
f 正 交 基 pi B. 1: B, . 施 密 特 正 交 化 过 程 如 下 : 


B, = G, ⁄ 
_ _ (e, B. 2 
B, =o (Bi1,B1) ” 
B. = a, - 《an D 2 _ oB _. _ 《an DB )B, .1 
'  (D2  “B,B,2 ° 4B 8 2 
如 果 再 把 每 个 B; 单位 化 , 即 得 到 了 的 一 组 标准 正 交 基 . 
标准 正 交 基 的 有 关 结 果 如 下 ， 


设 V 是 n 维 欧 氏 空间 ,s,s,,… e, 是 V 的 一 组 标准 正 交 基 , 则 

(1) 标 准 正 交 基 的 度量 矩阵 是 单位 矩阵 ; 

(2) 设 a,B e V.H a B 在 基 e,e,,…,e, 下 的 坐标 分 别 为 

| X = 《Xi Ma Mn) 了 = (yi, U Y.) 

则 《ay,8) = xy, + x,y, + + xy, = XY 

(3) 了 中 任意 一 元 素 a 在 基 | ,e,,… ,es 下 的 坐标 为 

(Ca,e21) (aez) (ayen)》). 

(4) 由 标准 正 交 基 到 标准 正 交 基 的 过 滤 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 . 又 看 两 
组 基 之 间 的 过 湾 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵 , 且 其 中 一 组 基 是 标准 正 交 基 ， 则 另 一 
组 基 也 是 标准 正 交 基 . 

3. 正 交 和 矩阵 

HHE 阶 实 和 矩阵 4 满足 44 = I,WJ#K 4 为 正 交 矩阵. 

(1) ES 3 E P yB E , 且 其 逆 和 矩阵 为 正 交 和 托 阵 ; 

(2) 正 交手 阵 的 行列 式 等 于 +1 或 -1 

(3 ) 正 交 矩阵 的 乘积 是 正 交 和 抵 阵 ; 

(4) 正 交 和 矩阵 的 伴随 矩阵 是 正 交 和 给 阵 ; 
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($) 三 角形 的 正 交 和 抢 阵 必 为 对 角形 的 矩阵 , 且 主 对 角 线 上 的 元 索 
为 +1 或 -1; 

(6) n 阶 实 和 矩阵 4 是 正 交 和 矩阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 个 列 (或 
行 ) 向 量 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 . 

71.3 欧 氏 空间 的 同 构 

设 V 与 V' 是 两 个 欧 氏 空间 ,如 果 存 在 由 V 到 VV 的 双 射 c, 且 对 任意 
x, e V,k e R # c(əu + B) = c(o) + c(B),c(ka) = ko(a), 
《ol(a),0(B)》= 《a,B), 则 称 o 是 V 到 V 的 同 构 映射 ,此 时 称 V 写 Vy 
同 构 . 

同 构 欧 氏 空间 的 有 关 结 论 如 下 : 

(1) 同 构 的 欧 氏 空间 具有 有 反 身 性 、 对 称 性 和 传递 性 ; 

(2) 任 意 74 维 欧 氏 空间 都 与 R" 同 构 , 从 而 R" 可 以 作为 n 维 欧 氏 空 
间 的 代表 ; 

(3) FUE zq 司 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 有 相同 的 维 
数 . 

7.1.4 ” 正 交 变换 x x 

设 o 是 欧 氏 空间 了 的 线性 变换 . 铬 对 于 任意 a e V, 有 1 c(o) 1 = 
| =l , 则 称 c 是 一 个 正 交 变换 . 

区 氏 空 间 V 的 单位 变换 T, 是 正 交 变换 . 设 7 是 欧 氏 空间 站 的 一 单 
位 向 量 ,定义 go: ola) =a-27a)m, Yaey, 则 ce 是 一 个 正 交 变 
换 , 称 为 镜面 反射 , 且 o” = 了 . | 

欧 氏 空间 了 的 正 交 变换 有 下 列 简单 性 质 : 

(1)Y 的 正 交 变换 o 是 Y 到 了 的 单 射 ; 

(2) 若 了 的 正 交 变换 o 有 特征 值 Ao, 则 Ao > O; 

(3)T 了 的 正 交 变换 的 特征 值 是 +1 和 或 -1; 

(4) 了 的 两 个 正 交 变换 的 乘积 是 了 的 正 交 变换 ; 

(5)V 的 正 交 变 换 保持 夹 角 、 距 离 不 变 ; 

设 og 是 欧 氏 空间 了 的 线性 变换 , 则 下 列 诸 条 相互 等 价 : 

(1) o 保持 长 度 不 变 , 即 , 对 于 任意 a e V, 有 1 oc(o)l =lol; 

(2) c 保持 距离 不 变 , 即 ,对 于 任意 a,B e VA 有 d(o(a),o(B6)) = 
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d(a,B); 

(3) o 保持 内 积 不 变 , 即 , 对 于 任意 a,B8 e 了 有 (ao(a) ,cc(8)》 = 
‘a,B) ; x 

(4) go 保持 单位 癌 量 的 内 积 不 变 , 即 ,对 于 任意 单位 向 量 £,n e V , 
有 

(ag(é),0(n)) = (Š,m) ; 
(5) o 保持 单位 向 量 的 长 度 不 变 , 即 ,对 于 任意 单位 向 量 s e V ,有 
| o(#g)l =l #l = 1; 

(6)#r sl,s e, 是 VV 的 标准 正 交 基 , 则 cf(ei),c(ez) ，…， 
o (e,) 也 是 标准 正 交 基 ; | 

(7) o 在 V 的 任意 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 为 正 交 和 矩阵 . 

7.1.5 ” 正 交 补正 射影 

1. 子 空间 的 正 交 关系 、 正 交 补 

欧 氏 空间 站 的 子 空间 玉 对 于 VV 的 内 积 来 说 也 作成 欧 氏 空间 . 

设 下 ,5 是 欧 氏 空间 了 的 非 空子 集 . 各 对 于 任意 a e 四 ,任意 B e S, 
均 有 (a,B〉= 0, 则 称 厂 与 $ 正 交 , 记 作 有 4 上 3. 符 向 量 a 5⁄j W BJ T 35 
向 量 正 交 , 则 称 w 与 太 正 交 , 记 作 a L W. 

设 W,S 是 欧 氏 空间 7 的 子 空间 . 在 克 上 SS, 则 下 mnS = 101 ,从 而 ， 
I W + S 是 直 和 和 . 

欧 氏 空间 了 中 与 向 量 a 正 交 的 一 切身 量 作 成 V 的 一 个 子 空间 . V 
中 与 非 空子 集 下 正 交 的 一 切 向 量 作 成 Y 的 一 个 子 空间 . 

设 下 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 . 各 存在 了 的 子 空间 S, 848 W L S, H 
W +S = VyV, 则 称 $ 是 斑 的 一 个 正 交 补 . #EKES2z [8] V 的 子 空间 四 有 正 
交 补 , 则 其 正 交 补 惟一 , 记 作 W- . 

正 交 子 空间 有 下 列 结 果 . 

(1) 设 V 是 欧 氏 空间 ,a,a,B; = V, 则 

ae 1 1L(B,B,,…,B,)SOa 1 B, = 1,2,.…,1). 
Lo, 0) L LB ,B, ,Ba 1 B (i = 1.2, sj = 12, t). 

(2) 如 果 欧 氏 空 间 了 的 子 空 间 W. ,W,,--. ,W, 两 两 正 交 , 则 WW + W, 

+ --- + W, 是 直 和 和 . 
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(3) 有限 维 欧 氏 空间 了 的 每 一 个 子 空 间 W 都 有 惟一 的 正 交 补 , 且 
多: 恰 由 所 有 与 W 正 交 的 元 素 组 成 . 

(4) 在 n 维 欧 氏 空间 下 的 子 空间 W 中 取 一 组 正 交 基 ( 或 标准 正 交 
基 )el,e,,…,e,(0 <r < 7m) ,将 其 扩充 成 了 的 正 交 基 ( 或 标准 正 区 
基 )ei ee e MH W. = Ze ye) . 

(5) i; W RK KS 2 [8] V 的 于 空间 ， 则 维 (V) = 2Ë( W) + 维 (WW ). 

2. 正 射影 

设 币 是 欧 氏 空间 了 的 子 空间 , 歼 ”存在 ,Y = WOW - ,对 任意 ac e V, 
有 Qa =B+t+y,B e W,y e W , 则 称 B 是 向 量 a 在 子 空间 WW 上 的 正 射影 . 

设 下 是 欧 氏 空间 V 的 子 空间 , W 存在,a = V, 则 有 :(1) 夺 BB 是 a 
在 和 上 的 正 射影 , 则 (ac - 8) 上 到, 且 对 于 任意 B68' e WW, 有 1a-B'1” = 
1a-Bl ”+1B-B'1 ;(2)B6 是 a 在 下 , 上 的 正 射 影 心 对 任意 6’ e W, 
成 立 1 a —- 81 <la -B'1 ,而 且 , 等 号 成 立 当 且 仅 当 B = B. 

a 在 多 上 的 正 射影 ,有 明显 的 几何 意义 . 当 V 是 三 维 几何 空间 时 ,a 
在 天 上 的 正 射 影 , 就 是 “点 ”a 在 平面 WW 上 的 正 射 影 ,a -6 就 是 由 “点 ” 
e 到 WW 的 垂 线 , | a — B1 就 是 “点 ”a 到 平面 罗 的 最 短 距 离 . 

当下 是 有 限 维 子 空间 时 ,a # WW 上 的 正 射 影 是 存在 且 惟 一 的 ,并 
且 ; 可 以 具体 地 求 出 来 . 

若 al ,oa , ,an 是 四 的 任意 一 组 基 , 则 向量 B = xial + x,G, +… 
+ XmnQn 是 回 量 wa 在 克 上 的 正 射 影 会 xl ,xs x, 为 下 列 线性 方程 组 的 
解 : 


X (e ,Xi = (m,o,) i = 1,2,:: 


7.1.6 对 称 变换 与 实 对 称 矩阵 
1. 对 称 变换 与 实 对 称 和 矩阵 | 
设 o 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 线性 变换 , 若 对 于 任意 a,B e V, JH 
(ofla),8) = (ao(8)), 则 称 e 是 了 的 一 个 对 称 变换 . 
对 称 变换 有 下 列 性 质 :(1) T. 是 对 称 变换 ;(2) 实数 与 对 称 变换 
c 的 乘积 ko 是 对 称 变换 ;(3) 两 个 对 称 变换 的 和 是 对 称 变换 ;(4) 欧 氏 
空间 V 的 变换 o 是 对 称 变换 心 对 任意 a,B se 了 ,成 立 (a(a) ,B= (e, 
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o(B)). 

W oR n(n > 0) 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 . 35 o 是 V 的 一 个 
对 称 变换 , 则 og 在 V 的 任意 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 矩 阵 ; 反 
=Z ,#; o 在 V 的 某 一 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 实 对 称 和 矩阵 , 则 og 是 Y 的 一 
个 对 称 变换 . 简 言 之 ,go 是 对 称 变 换 的 必要 充分 条 件 是 o 在 了 的 任意 一 
标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 设 o 是 欧 氏 空间 的 对 称 变换 , 则 存 
”在 了 的 一 组 标准 正 交 基 , 使 o 在 该 基 下 的 矩阵 为 对 角 和 矩阵 . 

n(n > 0) 维 欧 氏 空间 了 的 两 个 对 称 变换 o, ,o, 的 乘积 o m, 是 对 
称 变换 <*> C, = Gg) . 

2. 特征 值 与 特征 问 量 

实 对 称 矩 阵 的 特征 值 都 是 实数 ,从 而 , n 阶 实 对 称 和 矩阵 有 个 实 特 
征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 来 计算 ). 实 对 称 和 矩阵 的 不 同 特征 值 对 应 的 特征 
向 量 必 正 交 . 

n(n > 0) 维 欧 氏 空间 了 的 任意 一 对 称 变换 至 少 有 一 个 特征 值 . 

设 o 是 欧 氏 空间 V 的 对 称 变换 ,WW 是 V 的 子 空间 ,WW” 存在 . = W J 
r 的 不 变 子 空间 , 则 Wi 也 是 o 的 不 变 子 空间 . x 

io En(n > 0) 维 欧 氏 空间 了 的 对 称 变换 ,A。 是 og 的 一 个 特征 
值 ,a 是 属于 Me 的 特 同 量 .大 MM = jxlxesey 且 xxLo, 则 六 是 er 的 
不 变 子 空间 , 且 dimM = n -1. 

设 o 是 n(n > 0) 维 欧 氏 空间 VV 的 一 个 对 称 变 换 , 则 oc 有 nn 个 特征 
向 量 作 成 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 从 而 ,co 在 该 基 下 的 矩阵 是 对 角形 矩 
阵 , 主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 o 的 全 部 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 计算 ). 

设 o 是 n(n > 0) 维 欧 氏 空间 的 一 个 对 称 变换 , 则 可 以 分 解 为 
”两 两 正 交 的 o 的 一 维 不 变 子 空间 的 直 和 | 

设 o 是 n(n > 0) 维 欧 氏 空间 下 的 一 个 对 称 变 换 ,Al ,A,,… A. 是 
o 的 全 部 互 异 的 特征 值 , 则 从 每 个 特征 子 空间 V 中 各 取 一 组 标准 正 交 
基 , 即 可 合并 成 Y 的 一 组 标准 正 交 基 , 且 o 在 该 组 基 下 的 矩阵 是 对 角形 . 

3. 实 对 称 和 矩阵 正 交 对 角 化 

对 于 任意 一 n 阶 实 对称 和 矩阵 4, 都 存在 一 个 n BlIE 22 5EBE T, 使 
T'AT = 7 4T 成 对 角形 , 主 对 角 线 上 的 元 素 就 是 4 的 全 部 特征 值 . 


.236 . 高 等 代数 的 典型 方法 


求 正 交 矩阵 T 和 对 角形 T'AT = T'AT , 称 为 正 交 对 角 化 . 按 下 列 
步骤 进行 : x 

(1) 求 4 的 特征 值 . 设 A ,A,,…, 和 A, 是 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 ; 

(2) 对 每 个 和,, 求 齐 次 线性 方程 组 (和 ,1 - 4)X = 0 的 一 基础 解 系 ， 
这 就 是 4 的 特征 子 空间 V 的 一 组 基 . 由 凡 的 这 组 基 出 发 ,施行 施 密 特 
正 交 化 过 程 ,得 到 V, 的 一 组 标准 正 交 基 Si EDs £ 3 

(3) 以 zn "ea ga oea 为 列 作成 也 , 则 了 是 正 交 和 矩阵 , 且 ` 
T'AT = T 'AT 是 对 角形 矩阵 D,D 的 主 对 角 线 元 素 就 相应 地 写 为 和 ,…， 
人 ,其 中 小 重复 大 次 ,…,A, 重复 上 次, + … +k, = n. 


7.2 重点 和 难 扩 


本 章 的 重点 是 : 欧 氏 空间 的 基本 概念 ,标准 正 交 基 与 正 交 和 矩阵 ,对 
称 变换 与 实 对 称 矩 阵 , 正 交 补 . 

本 章 通过 在 实数 域 上 的 向 量 空间 中 引入 内 积 的 概念 得 到 欧 氏 空 
间 ,利用 内 积 定义 了 长 度 . 夹 角 距离 、 正 交 等 基本 概念 ,所 有 这 些 ,都 作 
为 全 章 的 基础 ,因此 , 欧 氏 空间 的 基本 概念 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

我 们 主要 讨论 有 限 维 欧 氏 空间 , 而 标准 正 交 基 起 着 根本 的 作用 , 标 
准 正 交 基 贯穿 于 全 章 ,成 为 基本 的 工具 . 由 于 标准 正 交 基 的 存在 ,使 得 
向 量 的 内 积 、 长 度 、 距 离 等 都 有 了 较为 明显 的 表达 式 . 利用 标准 正 交 基 
的 特性 ,可 以 使 许多 问题 变 得 非常 简单 . 由 于 研究 标准 正 交 基 之 间 的 关 
系 而 引入 的 正 交 和 矩阵 , 既 作为 标准 正 交 基 之 间 的 过 渡 和 矩阵 ,又 刻 划 了 下 
交 变 换 的 特征 . 因此 ,标准 正 交 基 与 正 交 矩阵 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

n(n > 0) 维 欧 氏 空 间 的 对 称 变换 与 4 阶 实 对称 矩 阵 密切 联系 在 一 
起 ,由 于 有 了 欧 氏 空间 的 知识 ,就 证 明了 实 对 称 和 矩阵 的 特征 值 均 为 实 
数 ,找到 了 对 称 变换 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 组 成 标准 正 交 基 ,从 而 
使 实 对 称 和 矩阵 正 交 对 角 化 ,得 到 了 一 些 更 深刻 的 结果 , 因此 , 对 称 变换 
与 实 对 称 矩 阵 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

将 向 量 空间 关于 某 个 子 空 间 进 行 的 直 和 分 解 不 是 惟一 的 ,但 将 欧 
氏 空 间 关 于 某 个 子 空 间 及 其 正 交 补 空间 的 直 和 分 解 是 惟一 的 . 欧 氏 空 
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间 的 这 种 分 解 是 很 重要 的 ,要 求 掌握 子 空间 的 正 交 补 的 概念 及 基本 性 
质 ,会 求 某 些 子 空间 的 正 交 补 . 因此 , 正 交 补 成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

本 章 的 难点 是 : 正 交 变换 , 正 交 补 ,对 称 变换 与 实 对 称 矩 阵 . 

正 交 变换 成 为 本 章 的 一 个 难点 ,原因 在 于 :(1) 正 交 变换 的 性 质 很 
多 ,而 且 有 的 是 特征 性 质 ,有 的 则 不 是 ,有 的 性 质 因 有 限 维 与 无 限 维 而 
异 ;(2) n(n > 0) 维 欧 氏 空间 的 正 交 变换 按 其 行列 式 分 为 两 类 , 不容 
易 理解 其 本 质 ;(3) 正 交 变换 的 特征 值 较 对 称 变换 要 复杂 得 多 ;(4) 二 
维 几何 空间 V, 三维 几何 空间 V, 中 的 正 交 变换 ,其 分 类 与 推 证 也 较 复 
杂 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 详细 地 研究 例子 人 与 镜面 反射 ,熟悉 定义 ; 
(2) 通过 举 反例 给 以 区 别 , 并 加 深 认识 ;(3) 详细 地 研究 态 与 V, 的 情 
况 , 理 解 其 几何 意义 

正 交 补 成 为 本 章 的 一 个 难点 ,原因 在 于 : (1 ) 正 交 补 综合 了 子 空 
间 、 正 交 . 和 、 直 和 几 种 概念 ,从 而 成 为 较为 高 级 的 概念 ;(2) 其 存在 性 
的 证 明 不 易 理解 与 掌握 ,而 且 , 无 限 维 的 情况 不 成 立 ; (3) 性 质 及 应 用 
较 多 ,并 且 较 复杂 . 解决 困难 的 方法 是 :(1) 复习 子 空间 、 和 、 直 和 等 概 
念 , 作 好 准备 ; (2) 详细 地 分 析 正 交 补 的 定义 ,理解 “ 正 交 ”与 “ 补 "的 售 
义 ;(3) 在 理解 与 应 用 正 交 补 的 过 程 中 ,充分 发 挥 直 和 分 解 式 的 作用 
(4) 重 点 研究 a(n > 0) 维 欧 氏 空间 的 子 空间 的 正 交 补 ,并 且 ,注意 标 
准 正 交 基 的 作用 

对 称 变换 与 实 对 称 矩阵 是 本 章 的 一 个 难点 ,原因 在 于 ;(1) 较 多 地 

应 用 了 以 前 的 知识 ,综合 性 较 强 ;(2) 对 称 变换 的 实质 不 易 理解 ;(3) 计 

算 较 复杂 ;(4) 主要 定理 的 证 明 应 用 了 数学 归纳 法 . 解决 困难 的 方法 
是 :(1) 复 习 特征 值 特 征 向 量 \ 正 交 化 等 , 作 好 准备 ; (2) 抓 住 对 称 变换 
与 实 对 称 矩 阵 的 联系 ,通过 实 对 称 矩 阵 来 加 深 理解 对 称 变换 ;(3) 注 意 
发 挥 标准 正 交 基 的 作用 ; (4) 认 真 地 做 一 个 例子 ， 


7.3 ”例题 解析 


7.3.1 ”内 积 与 欧 氏 空间 
1. 构成 欧 氏 空间 的 两 种 方法 
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(1) 定 义 一 个 二 元 消 数 使 之 成 为 内 积 
例 1 用 MM,(R) 表示 n 阶 实 方 阵 全 体 所 成 的 实 向 量 空间 ,定义 
M,(R) 上 的 一 个 二 元 函数 (4,B) | 
(A,B> = Tr(ÀB'). 
证 明 : M.(R) 对 于 《4,8B) 构成 一 个 欧 氏 空间 . 
证 明 只 和 需 证 (4,B) 为 M.(R) 上 的 一 个 内 积 . H 
1° (A,B) = Tr(AB') = Tr[ (AB')'] = Tr(BA') = (B,A), 
2° (kA,B> = Tr(kA - B') = kTr(AB') = k(A,B), 
(A+B,C) = Tr[(A + B)C'], 
= Tr(AC' + BC') = Tr(AC') + Tr(BC'), 
= (A,C) + (B,C), 
3° XA = (a;), 则 (4.4》 = Tr(ÀA') = x > 0. 
当 且 仅 当 ay = 0(i,j =1,2,…,n),BhA = 0 时 ， (4,4，〉=0, 所 以 (4,B) 
为 M CR) 上 的 一 个 内 积 从 而 M,(R) 关于 《4,B) 构成 一 个 欧 氏 空间 . 
(2) 由 正定 矩阵 确定 内 积 x 
车 V 为 n 维 实 向 量 空间 , 任 取 基底 a ,as,… ,a , 令 4 为 一 n 阶 实 正 
定 矩 阵 , 定 义 
b, 


b 
(a,B) = (ai,0,,." a,)A , 


Jerrie = ae, + oo + +a, = ba, + b,e, + … + b,z, , BË Z B 
”容易 证 明 (a,B) 满足 内 积 的 三 个 条 件 ,从 而 V 关 于 (a,B) 构成 一 个 欧 
氏 空 间 . 

例 2 设 V = F,[x] 取 V 的 一 组 基 1,x,x 及 


l 0 0 
A= 0 2 1 
ll 1 1 


时 ,对 Va,B e [x] ,其 中 = Qo + ax + a,x° B = bo + bx + bx ， 令 
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bo 
b, 
b, 
则 F.[x] 关于 《a,B8) 就 构成 一 个 3 维 欧 氏 空间 . 

£ ”由 于 欧 氏 空间 是 定义 了 内 积 的 实 向 量 空间 ,所 以 要 使 实 向 量 
空间 成 为 欧 氏 空间 的 关键 在 于 给 出 内 积 .上面 构 成 欧 氏 空间 的 两 种 方 
法 ,实质 上 是 一 回 事 ,前 者 通过 给 定 的 二 元 范 数 确定 内 积 , 而 后 者 是 由 
一 正定 矩阵 确定 内 积 , 我 们 知道 度量 矩阵 是 正定 矩阵 ,而 由 正定 矩阵 确 
定 内 积 时 ,基底 w ,a;,… ,a 的 度量 矩阵 恰 为 所 给 的 正定 矩阵 ,所 以 上 
述 两 种 方法 可 以 说 前 者 是 由 二 元 水 数 确定 度量 矩阵 ,后 者 是 由 度量 矩 
阵 确 定 二 元 函数 . 但 值得 注意 的 是 ,在 同一 基底 上 以 不 同 的 正定 矩阵 为 
度量 矩阵 得 到 的 是 不 同 的 欧 氏 空间 . 

2. 利用 内 积 性 质 

例 3 设 V 为 欧 氏 空间 R", 向 量 @a; = (aa yaan)( = 1)2，…)) 
两 两 正 交 , 且 1 a1 = i, 令 4 = (ci)。, 求 行列 式 141 的 值 . 

解 因为 


(a,B) = (aí,a,,a,)A = aobo + (2a, + a,)b, + (a, + a,)b,, 


n 0 i > . 
(mi, Qj) = 他 ada = K Jj 


L =] 
所 以 
1: 0 . 0 
2 
A.A = 0 2 .… 0 
0 0 .. n 


于 是 1417 =14.4:1= (n! ik l Al = +n! 

注 ” 从 此 例 看 出 ,为 了 定义 欧 氏 空间 引进 了 内 积 概念 ,使 得 许多 与 
内 积 有 关 的 问题 ,在 巧妙 地 作 内 积 后 ,使 问题 迎刃而解 . 

3. 柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 的 运用 


例 4 证明 :对 任意 实数 wm” 和 有 2 la, |< /n(a +% + +a). 


证 明 设 R" 为 关于 通常 内 积 (a,B〉= 2, wy Ër a = (x,,2, 
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`". x, ) B 一 (yi 7 l Y.) 所 构成 的 一 个 欧 氏 空间 , 取 R" 中 辐 量 
ae =(lal,la,l,-. la 1),8 = (1,1,::: 1). 
则 
Ca,B) =1al+loal+…+allal= Va +a + +a 1 81 = ñ. 


由 柯 西 - 布 涅 柯 夫 斯 基 不 等 式 , 即 得 


了 la, l = /n(al +a + + a). 
4. 计算 长 度 、 夹 角 、 距 离 | 
按照 定义 ,直接 进行 计算 . 
例 5 在 欧 氏 空间 R( 内 积 按 通常 定义 ) 中 ,已 知 a = (2,1,3, 
2),B = (1,2, -2,1), 求 1 al ,1B1,a 与 8 的 夹 角 ,| a +B1,d(a,B). 
解 lal= Va,a 二 2: +1 +3:+27 =3⁄2, 
|B! = VB,B) = Vl +22 +(-2) +1 = ./10, 


由 arccos = arccos = arccos0 故 a 与 B 的 夹 角 为 地 ; 


“e, 8? _ . 0 _ 
[allBl 3.2 . /10 
|o +B] = Vl(a+B,a+B) = v3 +3+1+32 = 271, 
d(a,B) =l a -Bl = /Ë r C I + -2 

7.3.2 ” 求 度量 和 矩阵 

按照 度量 矩阵 的 定义 及 不 同 基 的 度量 矩阵 之 间 的 关系 , 求 出 度量 
和 矩阵. 

例 6 巩 sie 2 是 欧 氏 空间 Y 的 一 组 基 , 且 \ei,ei) = a,(i, 


j=1,2,- n) ,向 量 a = Y ze, B = 》7e), 试 写 出 基 ci ,e,,…,e, 的 
i=1 j=1 


度量 矩阵 , | a1°, (a,B). 
解 ” 基 ce) ,ce,,，…,e, 的 度量 矩阵 是 


G, da, G, 
4=-10 2 U Go, 
G, Go Qn 
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n n r mn 
2 
| a| = ( > x;8;, 2 MiEi] = Ç X x.e;, 2 Xie;) 
i=1 ¿=1 i=1 j=1 
r 天 n n 
— — f 
= xx. (e, e.) = G xx, = XAX , 


同 理 ta,B8) = XAY'. | 
例 7 在 欧 氏 空间 R 中 ,已 知 基 w = (1, -1,0,0),a = ( - 1, 
2,0,0) ,as = (0,1,2,1),e, = (1,0,1,1) 的 度量 矩阵 为 
2 -3 0 1N 
0 0 13 9 
1 -1 9 7 
试 求 基 &，= (1,0,0,0),e, = (0,1,0,0),e; = (0,0,1,0),e, = 
(0,0,0,1) 的 度量 矩阵 . 
解 ”因为 ;由 基 ai ,az ,as ,a4 到 sl ,es gs e, 的 过 渡 和 矩阵 为 


-1 


l -101 2 1 1 -3 
-1 2 1 0j|j t 1 0 -ll_ 
0 0 21| 100 1 -1 
0 0 11 00 -1 2/ 


所 以 ,其 £, €> 8554 的 度量 矩阵 为 


2 1 0 -1 
] 2 -1 0 
0 -1 2 ] 


-1 0 ] 3 

例 8 设 a,…,a,, 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 基 ,4 为 基 al ，…;a， 
的 度量 阵 . x 

证 明 ;(1) 度 量 阵 4 是 可 逆 的 ; 

(2) 度 量 阵 4 是 正定 的 .. 

证 明 (1) 因 


(Cao) (oa) ` (G),@,) 
A -| . 。 | : ; 


(waw) (eso) (oso) 
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所 以 欲 证 4 是 可 逆 的 , 即 1 41 闭 04X = 0 只 有 零 解 . 然而 nn 元 齐 次 方 
程 组 


《an ,oi) ... (o ,Qt ) | 
AX = : | : |=0 (+*) 
(mG) ` (@,,w,2 人 人 XY, 
只 有 零 解 —( > xia , 0;) = 0, = 1,… n, H£ x, = X, 一 +. 一 x, = 
;=1 


0. 故 由 OQ, 是 V 一 个 基 ， 因而 a， | X, 线性 无 关 ， 即 若 2 x a, 一 


0 , 则 X; 一 O, = 1,--: ,n. 亦 即 知 : > x. o.) =0,J = 1 n,DB) x 一 
¿=1 


所 以 度量 阵 4 是 可 逆 的 . 
(2) 由 内 积 的 性 质 知 4' = 4, 即 4 为 实 对 称 阵 . 


Va(= 0) e V(R),a = 5 i, (ea) > 0 ， 


因 而 
(aa = ( yaaa, Yine) = > 他 tC 0 6) 


《aaa … (GG, Yz 
= (x) ,```x ) : : |= X'AX > 0， 
x, 


(QQ) ° (G, 0) 

其 中 着 = (x ,…,x,)' 关 0 为 V 中 任意 一 向 量 a 关 于 基站 a ,…,a| 的 
坐标 ,并 且 是 任意 一 组 不 全 为 零 的 实数 . 故 4 为 正定 . . 
7.3.3 标准 正 交 基 

1. 求 标准 正 交 基 的 两 种 方法 

(1) 初 等 变换 法 

设 V 是 一 个 n 维 向 量 空间 ,a ,… ,a 为 了 的 一 组 基 , 设 其 度量 矩阵 
为 4, 那么 4 是 一 正定 矩阵 , 故 由 初等 变换 可 求 得 可 道 矩 阵 C, 合 C'4C 
= 1, 再 以 C 为 过 渡 和 矩阵 ,由 ai ,… ,a 得 到 一 组 新 基 B1,…,B,. BI 
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(Bi ,*… B.) 一 (al ，… C, )C. 
则 Bi ,B,,… ,PB, 的 度量 和 矩阵 就 等 于 C'4C = 了 所 以 8 8. 是 了 的 一 组 


标准 正 交 基 . 
例 9 已 知 欧 氏 空间 YY 的 一 组 基 为 el = (1,0,0),s， = (0,1,0) 
] 
g, = (0,0,1) ,其 度量 矩阵 为 4 -| 2 P V 的 一 组 标准 正 交 基 . 
3 


] 


1 1 
解 H v2 | 2 2 = 
1 3 1 
V3 V3 
] 
1 
故 以 C =| 也 为 过 渡 矩 阵 ,得 基 
] 
/3 
1 
1 
(m 7,75) 一 (el ,6€2,63) VD 
1 
/3 
j| 1 _ _ 
= = — = — —*š 
El m, = 2 72 5 m A: 就 是 了 的 一 组 标准 正 交 基 


(2) 正 交 化 方法 

我 们 用 施 密 特 正 交 化 方法 求 标准 正 交 基 ， 此 又 分 两 种 : 由 先 正 交 
化 ,后 单位 化 ;人 @ 正 交 化 和 单位 化 同时 进行 . 

例 10 设 CGI， G , Gs 是 3 维 欧 氏 空 国耻 的 一 组 基 ， 这 组 其 的 度量 和 矩 


阵 是 
1 -1 1 
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* V 的 一 组 标准 正 交 基 . 


解 ”采用 正 交 化 方法 . 因为 4 是 基 a ,a ,ai 的 度量 矩阵 ,所 以 


(QQ) = Taa)》 =-1,a ,0) = 1 
《a2 ,Ga2 / = 2, (e, ,as3 ) = 0,(a,,os? = 4. 
正 交 化 得 x | 
Bi = Ol, Ú 
_ (e, ,B1) _ (o ,Qt / 
B, = % - 78 p. DP ma) = CGI 十 G2， 

_ _ 《as B, 2 _ (o, ,B,) 

人 


《as ;Qi / 《aa ,ai + G, 7 


Kas 《aaa7 ` I (G, + o> ,a +o) + 0%) 
《as ,ai》 + (os ,Ga 7/ | 
—— m (QQ01) +2(o,,0,) + sis + 0%) 
= -20 — e, + os. 
再 单位 化 得 下 的 标准 正 交 基 
1 1 
y KIVINIA S (o = Ql. 
1 1 
y, = TB IF? = J es + om) = a + os. 


1 


( — 2a， 一 G, 十 CQ3 ， — 20) 一 CC + Qa) 


Y _ W-WL¿ _ 
x 1 


2 


( — 2, — e, + os ). 


例 9 另 解 :由 (£1,51) = 1 ,22 ,£2) 一 NCZ = 3,(e,,e; 


= 0(i 关 j,i,j = 1,2,3) ,用 边 正 交 化 、 边 单位 化 方法 , 令 


1 
7] tet 一 € 一 (1,0,0). 


€> —《€2,717 0 £2 


) 
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— 一 (Z), 7227 — 《£3 ;72 27 ] 
一 《23 ,717711 一 《23 ,727 7 | | 53 | | 3 | 
于 是 Th ,702,73 家 为 V 的 一 组 标准 正 交 基 . 

注 从 上 面 丙种 求 标准 正 交 基 的 方法 看 出 ， 一 般 来 说 正 交 化 方法 
较 初等 变换 法 简单 些 ,因为 它 可 不 涉及 具体 的 度量 矩阵 ,但 用 初等 变换 
法 时 ,必须 先 根据 空间 的 内 积 , 求 出 度量 矩阵 ,再 施行 初等 变换 . 更 重要 
的 是 , 正 交 化 方法 有 规律 ,可 由 计算 机 计算 .但 用 正 交 化 方法 时 , 须 特别 
注意 空间 的 内 积 , 且 在 正 交 化 单位 化 分 开 进行 时 ,一 定 要 先 正 交 化 ,后 
单位 化 ,否则 求 出 的 向 量 组 就 不 一 定 再 是 单位 化 的 了 . 

2. 利用 标准 正 交 基 的 性 质 
例 11 设 sez,ss 是 欧 氏 空间 站 的 一 组 标准 正 交 基 , 证 明 


G, = 本 (2ei + 26, — s) . 
1 
Q. 二 了 了 (221 一 £ + 253 ) 。 


] 
OQ, 二 y (e, _ 2, 一 253 ) . 


仍 是 了 的 标准 正 效 基 . 
证 明 由 于 
2 .2 1 
3 3 3 
| 2 ] 2 
(ai ,G ,Q3 ) 一 (81,62 23 ) 3 3 3 。 
2 2 
3 3 3 
今 
2 2 l 
3 3 
2? 1 2 
4 =| 3 3 “31 
.1 2 2 
3 3 3 
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则 因 4 .4 = 4'. 4 = 大 知 4 为 正 交 和 抢 阵 ,又 因 si ,es ,e3 为 标准 正 交 基 ， 
从 而 e, ,a ,as 也 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 . 
例 12 令 V 是 一 n 维 欧 氏 空间 ,a ,as ，…a, 为 了 的 一 组 标准 正 交 
基 , 是 了 的 一 个 线性 变换 ,4 = (a;) 是 o 关于 这 个 基 的 和 矩阵 ,证 明 :ai 
= (GQ,0) LJ = 1,2,: 
证 明 ” 据 题 设 ,可 得 none) = (oa ,an)4,， 展开 得 


CCai) 一 > air 一 1 ,2,…,n, 叉 因 C O. 和 ”人 为 标准 正 交 基 , 故 
k=1 


(re, ;or / = ( 2, a e e) = 他 aa es e) = ai (LJ = 1,2,.…n), 
故 结论 成 立 ， x 

注 “从 上 面 几 例 看 出 ,标准 正 交 基 是 欧 氏 空间 很 重要 的 一 个 概念 ， 
利用 标准 正 交 基 的 特性 ,可 以 使 许多 问题 变 得 非常 简单 ,这 正 是 引入 标 
准 正 交 基 的 好 处 . 
7.3.4 ” 子 空间 玉 的 正 交 补 W ` 

1. 求 正 交 补 

求 正 交 补 的 方法 有 两 个 : 

(1)》 求 出 罗 的 一 正 交 基 al oa, w. Ü < m < n, 扩 充 为 V 的 正 交 
基 CI G nn ,Ga ,从 而 W- = Lon , 11 G, ) 3 

(2) 求 出 宛 的 一 组 基 Bi ,8 ,8,0 <t < n Bi% B; = (an,ap， 


aa) , 解 齐 次 线性 方程 组 了 ax = 0,i = 1,2，… 必 得 一 基础 解 系 


D402 ,ma M.W. = LO n, ) : 

例 13 设 丈 =L((1,0,0,0),(0,2,0,0)) 是 KR 的 一 个 子 空间 , 求 
W: . 

解 设 a = (1,0,0,0),a, = (0,2;0;0) , 则 a 上 oo ,所 以 ai ,ao 
是 轴 的 一 个 正 交 基 , 取 as = (0,0,1,0) ,as = (0,0,0,1) ,于 征 aa ,a2， 
ay ,04 为 R° 的 一 个 正 交 基 , 则 WW! = ZL(as ,as) . 

例 14 设 玉 是 欧 氏 空间 R 的 二 维 子 空间 ,其 基 为 a, = (1,1,0)， 
a = (0,1,1) ,* W° 
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解 解 齐 次 线性 方程 组 
[° + x, = Ü 
x, + x, = Ü 

得 基础 解 系 为 ( -1,1, -1) ,因而 有 = L((-1,1, -1)). 

例 15 设 V 为 4 维 欧 氏 空 间 ,e ,se,,s;,64 为 了 的 一 个 标准 正 交 
基 , 子 空间 多 = La ,a ) ,其 中 Qa = ze, +e,,G@, = e, +e, -63, 求 W-…. 

解 设 a = x,ëe, + Xx,e, + XE3 + x e, € 于” , 则 有 

(QQ) = x, +x, = 0 
| <a) = x, + x, — x, = 0 

解 方程 组 得 基础 解 系 (1,1,0,0)’,(0,0,0,1)', 所 以 W* = L(o,,e,) ， 
其 中 oa =- ë, + 8;,G, = ep. 

注 ”从 上 面 两 种 求 正 交 补 的 方法 看 ,对 于 求 R° 的 子 空间 W BJ E 
3 +F W ,方法 (2) 要 比方 法 (1) 简单 得 多 ,因为 方法 (1) 要 求 出 WW 及 V 
的 正 交 基 , 这 是 比较 麻烦 的 ,所 以 我 们 常常 采用 方法 (2). 

2. 利用 正 交 补 x 

由 于 一 个 欧 氏 空间 的 子 室 间 的 正 交 补 中 的 任意 向 量 都 与 这 个 子 空 
闻 正 交 ,我 们 可 以 利用 正 交 补 的 性 质 来 证 明 与 某 一 子 空间 正 交 有 关 的 
性 质 . 

例 16 设 兄 , 太 是 m 维 欧 氏 空间 的 两 个 子 空 间 ,证 明 :(1)(W + 
V,)* = V: n V; ,(2)(V, ñ V,) =V + V; . 

证 明 (1) 对 Ya 8 (V, + V,) * Bi] a 5 V, + VV 中 每 个 向 量 正 交 ， 
H V, C V, +V,,V, CV, +V,,Brl e e V Boe 8 V; ,于 是 aeVi 作 
V. Z XJ Ve 8 Vi r V; ,Jilja 8 V. He e V; ,所 以 a 与 V 和 
的 每 一 向 量 正 交 ,又 对 YB e V, + VY,, 则 存在 B! e Vi,B, e VW, 使 Bp = 
0, + B,, 于 是 (@,B》 = 〈a, 8 +B,) = (e,B,2 + (a,Bs) =0 +0 = 0, 
所 以 a e (V + 也) ,因此 (Vi + V,) "= V- r V; . 

(2) 由 于 了 的 子 空 间 W 与 正 交 补 W: 8228: (W-)1 = WW, 结合 
(1) #8(V; +V/) = (W) Q (W; ) ` = V, D) V,. BRƏ( V, 1 V,) ` = Vr 
+ V; . 
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注 ”要 找 一 个 非 零 向 量 正 交 于 子 空间 束 , 即 要 找 属于 多” 的 一 个 
非 零 回 量 . 
3. 正 射 影 
求 a 在 和 上 的 正 射影 的 方法 : 设 罗 的 一 组 基 为 el ,a,,…,a,, 则 可 
求 得 方程 组 之 (G;,w;)x; = (w;,a) i = 1,2,…,i 的 惟一 解 (xi ,x,,，…， 
x) ,从 而 ,在 和 上 的 正 射影 是 B = xiai + Xs + … + x,G, . 
例 17 EFKE&Z= [8] R (内 积 按 通常 定义 ) 中 , 子 空间 W 的 一 组 基 为 
oe, = (1, -1,1, -1),a = (0,1,1,1), 试 求 a = (1,1,1,1) # W E 
的 正 射影 . 
解 ”方程 组 
《ai G 22 十 《Qilyaa7X2 = 《ai ,0) 
ways + ro = (o, ,0) 


4x, — = (O 
A , 解 得 | 二 —,x, 
— x, + 3x, = 3 T 


即 为 | = 后, 从 而 we 在 入 上 的 正 射影 


是 
8 = He + 1 = 《iT 
7.3.5 “” 实 对 称 和 矩阵 的 正 交 对 和 角 化 
实 对 称 和 矩阵 的 正 交 对 角 化 , 即 是 求 一 个 正 交 和 矩阵 7, 使 一 47 = 
T'AT 是 对 角形 . 因此 这 就 相当 于 在 欧 氏 空间 中 求 一 组 由 4 的 特征 问 量 
构成 的 标准 正 交 基 . 具体 步骤 见 7.1.6 中 3. 


例 18 P I 
| 17 -2 -2Y 
4 =| -2 14 | 
-2 -4 14 
试 求 正 交 和 矩阵 TT, 使 T'AT = T'AT 为 对 角形 . 
À — 17 2 2 
解 (1)1AM1-41=| 2 A-14 4 |=(A-9)(@ -18), 
2 4 A-14 
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从 而 , 4 的 特征 值 为 A， = 9,A, = A， = 18. 
(2) 对 于 和 A = 9 , 解 方程 组 
一 8xi + 2x, + 2x, = Ü 
= ~ 5x, + 4x, = 0 
2x, + 4x, ~ 5x, = Ü 
1 2 2 
得 一 基础 解 系 (1,2,2) ,单位 化 得 = | 记 , 后 , 语 
对 于 = À, = 18, 解 方程 组 
x, 十 2x + 2x, = Ü 
>= + 4x, + Ax, = O 


2x, + 4x, + 4x, = 0 


得 一 基础 解 系 ( -2,1,0),( -2,0,1) , 正 交 化 并 单位 化 得 


"(289 C 22529) 
(3) 作 


à|“ 让 上 让 


则 


9 | 
T'AT = T AT = | 18 | 
| 18 


7.3.6 ” 正 交 变换 、 对 称 变 换 

1. 正 交 变换 | 

关于 正 交 变换 的 证 明 ,首先 要 考虑 运用 正 交 变换 的 定义 及 等 价 条 
件 ; 其 次 ,在 有 限 维 欧 氏 空间 的 情况 下 ,要 注意 正 交 变换 与 正 交 和 矩阵 的 
相互 转化 . 
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例 19 设 |aea ao ,1B1,B,,，…,B,} 是 n 维 欧 氏 空间 的 两 组 
标准 正 交 基 , 证 明 ， x 
(1) 存 在 7 的 一 个 正 交 变换 og, 使 o(a,) = Bi,i = 1,2,…,n; 
(2) 如 果 了 的 一 个 正 交 变换 7, 使 得 r(a) = Bi ,那么 7(a2) 
T(a,) 所 生成 的 子 空间 与 上 (B6,,… ,B,) 重合 . 
证 明 (1) 由 条 件 知 由 ja ,aa 到 1B,,…,B,1 的 过 渡 和 矩阵 为 
正 交 和 矩阵 , 设 为 4, 这 样 必 有 一 个 线性 变换 og 关于 a, ,… ,a 的 矩阵 为 
4, 从 而 o 是 正 交 变换 , 且 满 足 r(a) = B,i = 1,2,…,n; 
(2) 由 于 了 7 是正 交 变 换 , 所 以 (ai ) ,7(a )，…T(a ) 也 是 了 的 一 
个 标准 正 交 基 ,于 是 _ 
V =L7a)) DBL) ,Ta)) = LB) 四 LTr(az)  T(G,)) ， 
由 正 交 补 的 惟一 性 可 得 L(7(@s),… ,7T(a,)) = L(8,,-:: B.) . 
例 20 证明: 第 二 类 正 交 变换 一 定 有 特征 值 ~1. 
证 明 设 o 是 n(n > 0) 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 第 二 类 正 交 变换 ,4 
是 cr 在 了 的 某 一 组 标准 正 交 基 下 的 矩阵 , 则 141 = - 1. x 
设 FA) =l AI-Al,WJf(—-1) =l (-1)I-Al =l -I-Al=(- 
1)"i1I+A1. 但 是 ,由 于 A444 =I, E1(-1)'1 I+AlP = ( -1 和 144 
+41=(-1)214+1N4L=(-1)14+7, 因 而 17+41=0， 
/(-1) = 0, 即 -1 为 o 的 特征 值 . 
例 21 设 V 为 n 维 欧 氏 空间 ,o 为 了 的 一 个 正 交 变换 . 令 
V = {alo(la) =al,V, = la-o(a)laeW 
为 了 的 子 空间 . 试 证 :V = V. @ V, . 
证 有 明 Ve e V, n V,,ea e V,,we e V,,Tjke = o(a),a = (t — 
o)B, 则 
(aa) = (w,8 -0(B)) = (a,B) - Aa,0(B)) 
= (a,B) - (ol(a),a(B)) = 0. 
故 a = 0,BJ V rn V, = 101. 
V = lal c(e) =a = lal (i -o)e = 01 = Ker(¿ — o) ; 
fü V, = [(¿ —c)el a e V] = Im(i -ea), 其 中 :为 恒 等 变换 . 
因 dim Im (¿ — o) + dim Ker(e -oo) =n, 所 以 由 VNV,= 101 K V. 
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+ V, Š VíB8 V, + V, = V,ZBti V, G V, = V. 

2. 对 称 变换 

利用 对 称 变 换 的 定义 及 性 质 , 也 要 注意 对 称 变换 与 实 对 称 矩 阵 之 
间 的 对 应 关系 ,在 很 多 情况 下 ,要 经 过 互相 转换 才 便利 于 证 明 ， 

例 22 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,oa 在 基 aul ,a,,…， 
e, 下 的 矩阵 为 4, 证 明 o 为 对 称 变换 的 充 要 条 件 为 4'C = Gh, 其 中 6 为 
O G "G, BJ ELE EE. 
证明 设 a = x,e, +x;,G, + +x,G@, B = ye, + YQ + + y,@, 
为 V 中 任意 两 个 向 量 , 则 

(a,B) = > > xi ots 6) = X'GY, 
其 中 下 = (xx Mn) Y = (yi,y 7 y.) ,由 条 件 知 | 
oa) = (al aa )AX,o (B) = (ayay G JAY. 
故 
‘oo(a) ,8) = (AX)'GY = X'A'GY 
《ao(B)) = X'G(AY) = X'GAY. 

于 是 o 为 对 称 变换 的 充 要 条 件 为 4C = GA. 

例 23 设 c 是 m 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 线性 变换 ,证明 o 是 对 称 变 
换 的 充 要 条 件 是 o 有 nn 个 两 两 正 交 的 特征 问 量 ， 

证 有 明 ”必要 性 . 因为 er 为 对 称 变换 ,由 定理 知 存 在 V 的 一 个 标准 正 
交 基 si ,… g, ,使 得 o 关于 此 基 的 矩阵 为 对 角形 式 , 即 
Ai 
Ifel…BE ) =(e Z.) À; 

À, Z. 

即 o(ei) = Aiei(i =1,2,…,n) ,所 以 ge ,s,，… ,2 都 是 o 的 特征 问 量 ， 
又 因 它 们 两 两 正 交 , 故 c 有 nt 个 两 两 正 交 的 特征 问 量 . 

充分 性 . 设 o ,as ，…,a, 为 o 的 n 个 两 两 正 交 的 特征 向 量 ,它们 分 
别 属 于 入 | ,和 A,，… ,入 。; 即 


If(a;) = Aas,i = 1,2,.…,n. 
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令 ei =i = 12, n jer, e, 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 ， 


CE;) = aT o(a) = = Ai(T T r) = Aoi = 1,2,-. 


e 
| a; K 
所 以 og 关于 标准 正 交 基 e. ,es ，…,e， 的 外 用 为 实 对 角 短 阵 从 而 也 是 
实 对 称 答 阵 , 故 o 是 对 称 变换 . 
例 24 已 知 R*” 的 线性 变换 
x, X X + xs 一 XA X, — XJ + XA 之 | x 2 x2 
| 小 - B 一 % +X, 一 % + x, vl _)= Ñ 
证 明 ; o 是 对 称 变 换 . 
证 明 取 R” 的 标准 正 交 基 Ei ,Ei E, ,Ey ,可 求 得 o 在 该 基 下 
的 矩阵 为 | 


-1 1 1 0 
由 于 4 是 实 对 称 和 矩阵 ,所 以 c 是 对 称 变 换 . 
7.3.7 ” 欧 氏 空间 的 同 构 

证 明 欧 氏 空间 同 构 可 以 按照 定义 , 即 在 两 个 欧 氏 空间 之 间 建 立 同 
” 构 映 射 ; 也 可 证 明 它 们 的 维 数 相同 . 

例 25 设 |a ao 168... 8.1 为 于 维 欧 氏 空间 了 的 两 组 回 
量 . 证 明 : # (e, a; ) = (Bi ,Bi) ,i = 1,---,m, 则 二 oan) 与 
ZB B.) 同 构 . . 

证 明 和 欲 证 Za ,ao) 55 L(8,,::: B.) 同 构 , 只 须 证 它们 维 数 
相等 ,等 价 于 这 两 向 量 组 的 秩 相等 ,为 此 , 令 |a，……a, 为 ja ,a | 
的 一 个 极 大 无 关 组 ,r 为 其 秩 . < r < m ,Wl 
IQ Qi) 《QQ 


| G(@ ,0,)1| = > 0. 


Cap ... 《ay ar /) 
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HT Co,,a = (B,,B,) ,i = 1,…,m, 推 知 ! G(B1,…,B,)!1 关 0, 进 而 
Bi,*…,B, 线性 无 关 . 因此 dimL(B1,*… ,B,,) => r. Ë dimL(B ,Bn ) = 
dimL( a ,… G, ). 
同 理 可 证 dimL(@,…,an) 2: dimL(8, ,--: B.) ,所 以 L(a,… 
an) 与 (Bi ，…,B) 的 维 数 相等 ,因此 它们 同 构 . 
例 26 设 o,7 为 n 维 欧 氏 空间 VV 的 线性 变换 . Vo = V ,都 有 
(ola),o(a)) = (7T(a) To 
证 明 ;Im (o) 与 Im (7) 同 构 . 
证 明 #KuF Im (c) 与 Im (7) 同 构 , 我 们 将 采用 建立 同 构 映射 的 
方法 ,为 此 首先 规定 
fio(a)—Tr(a),Va e V. 
22 uE f 是 Im (=) 到 Im (z) 的 一 个 双 射 . 
其 次 了 保持 齐 次 可 加 性 ( 即 运算 ). 事实 上 ,Vo(a),o(B) e 
Im(o),Va e€ R ,#8 
f(oe(e) +o (08)) =f(o(a +B)) = r(e + 8) 
=7(a) +7(0) =f(o(a)) +f(o(B)). 
flao(a)) = fl(o(aa)) = r(ae) = ar(a) = af(o (a)). 
最 后 保持 内 积 , Vo(a) ,oo(B) e Im(o) ,由 
(oa(@ +B),o(a +B)) = (ola),c(a)) + (0(B) ,0(B)) +2(o(oa),o(08)), 
(7(a +B),r(w +B)) = 《7(a),7(a)) + (7(B) ,7(B)» +2(z7(e),r(6)), 
有 《ol(a),o0(B)〉= 《7T(@),7(B)〉 = (f(ao(a)),fA(o(B))), 故 /是 
Im(o) 与 Im(7) 间 的 一 个 同 构 映 射 ,所 以 它们 同 构 . 


7.4 ”练习 题 及 答案 


7.4.1 ”练习 题 
1. 设 4 = (a,) 是 一 个 n 阶 正定 矩阵 ,而 @ = (xx xn);8 = 
(yi,y2 "U y.) ,在 R" 中 定义 < e,8 > = ahpB'. (1) 证 明 在 这 个 定义 之 
下 ,R" 成 一 欧 氏 空间 ;(2) 求 单位 向 量 e, = (1,0,…,0),e, = (0,1,0， 
…,0),…,s，。= 《0,…,0,1) 的 度量 矩阵 . 


3 
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2. # R" rB, a 一 (ai aa) ,有 一 (b,,b,,*…,b.,) ;如 下 定义 
的 二 元 实 函 数 是 否 检 成 内 积 : 


(a,B) - (FB. 
3. 设 al ,aa2 G, 是 欧 氏 空间 y n +E, 行列 式 


《al Qi 7/ 《aa ， O ) a 《al ;an ) 
GC(a ,aa ) = (G, , G) ) 《as ,az ) "° (G. , G, ? 
《aa 《aaa CQO) 


叫做 ai ,az ,… ,a 的 格 兰 姆 行列 式 ,证明 C(ai ,es，… ,Qs) 关 0 的 充 要 
条 件 是 a ,a,,… ,a, 线性 无 关 . 

4. 在 向 量 空间 R2 按 某 种 内 积 构成 的 欧 氏 空间 V 中 ,已 知 其 两 组 基 为 
(IT):a = (1,1),a, = (1, -1); (H): 8, = (0,2),8, = (6,12), 
H (a ,B1) = ] , 《a1 ,B,) = 15 《oo ,B1) = 一 1] 《aa ,B,) = 3 , 分 别 求 基 
(1) 与 基 ( 了 ) 的 度量 矩阵 . | 

Š. # 2 维 欧 氏 空 间 中 ， 1k e, = _ (1 ,0 ) ， 22 = (O, 1) 的 度量 矩阵 为 


4 = {， ,], 求 了 的 一 组 标准 正 交 基 
”6. 设 61,61,6;,84,6s 是 5 维 欧 氏 空间 V 的 一 组 标准 正 交 基 ,V，= 


L(@i ,ao ,as ) ,其 中 ai = el +£8s,w, =e, -ez+S4a3 =2e +e +e, 
7. 设 4 是 n 阶 反对 称 和 矩阵 ,a = (x ,x,,… x.) 是 n 维 欧 氏 空间 
R"( 内 积 按 通常 定义 ) 的 任意 一 向 量 ,8 = a4 ,证 明 a 导 8B 正 交 .， 
8. 在 欧 氏 空间 R (内 积 按 通常 定义 ) 中 , 子 空间 W = 区 aa ,as ) ,at 
= (1,2,0) ,a, = (2, -1,0), 求 W*. 
9. W E-EKIKz= [B] R (内 积 按 通常 定义 ) 的 一 个 子 空间 , 且 W J: F 
列 线性 方程 组 
2x, + x, + 3x, — x, = Ü 
3x + 2x, — 2x, = Ü 


3x + x, + 9x, — x, = Ü 
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的 解 空间 , 求 W: 
10. £ B, B. ,Bn 是 nn #ERKISZ= [E] V 中 的 一 个 标准 正 交 组 ,而 mm 
< n, 则 必 有 pB 二 ,使 Bi B, » ,Pn B 仍 为 标准 正 交 阿 量 组 . 


11. 欧 氏 空间 F[:], 的 内 积 为 人 Ki) ,5(D9》= | fn)elt)d, vO, 


g(t) e F[itj;, 已 知 子 空间 玉 = Lf(2)), 其 中 有 h(t) = t, W- BJ— 
组 标准 正 交 基 . | 
12. 求 正 交 和 拖 阵 了 ,使 747 成 对 角形 ,其 中 4 为 


2 -2 0 2 2 -2 
区 1 -2 | (2)| 2 5 -4| 
0 -2 0 -2 -4 5 


0 0 41 1 1 
0 0 1 4 1 1 
4 1 0 01 (4), 1 
1 4 O O l 1 1 

13. 对 于 R" 的 线性 变换 o(X) = AX( VX e R",A 8 R" 取 定 ) 
HEBH.(1)3 AJ IF2858FE, l| o 是 正 交 变换 ;(2) 若 4 是 对 称 和 矩阵 , 则 er 
是 对 称 变换 . 

14. 设 志 是 欧 氏 空间 了 的 一 个 单位 向 量 , 对 Ya 8 V ,规定 

Ta) = a -2(€,00€. | 
证 明 :;(1) o 是 正 交 变 换 ( 此 时 称 o 为 由 向 量 上 决定 的 镜面 反射 ,简称 c 
为 镜面 反射 ) ; 
(2) 设 V 为 n 维 网 氏 空 间 , 若 正 交 变 换 o 有 特征 根 1, 且 属于 特征 

根 1 的 特征 子 空间 V, 的 维 数 为 n - 1, 则 og 必 为 镜面 反射 . 

15. 设 o 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 对 称 变换 , 且 o? = o ,证 明 存 在 
V 的 一 个 标准 正 交 基 , 使 得 o 关于 这 个 基 的 矩阵 有 形状 
1 


l 1 

G] 1 

l 11 
1 
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16. 设 A, B 均 为 慰 阶 实 对 称 抢 阵 , 且 4 为 正定 矩阵 ,证 明 : 存 在 = 阶 
实 可 逆 和 矩阵 了 ,使 T'AT,T'BT 同时 为 对 角形 矩阵 . 

17. 设 ai = (aa a, )(i = 1,…,n) 为 n 维 欧 氏 空间 R" 的 nn 个 
向 量 ,6 为 ,…,a 的 Gram 和 矩阵 ,4 = (Qi;)， 试 证 :分 别 以 an 阶 方 阵 6， 
4 为 系数 阵 的 齐 次 方程 组 GX = 0 与 4X = 0 的 解 空间 同 构 . 

18. 设 a 为 欧 氏 空间 了 的 一 个 非 零 向 量 ,a ,… ,a 8 V, 满足 下 列 
条 件 : | 
(1) (a,,a) > 0,i = 1,%,m;(2) (a,0;) 0 =1,.…,m,Li J. 
试 证 ; a, ,…' ,a 线性 无 关 . 

19. 设 了 是 一 = 维 欧 氏 空间 ,a = 0 是 了 中 一 固定 向 量 . 证明: 

(1) V, = Íx | (x,a) =0x er 是 了 的 一 个 子 空间 . 

(2) V, 的 维 数 等 于 n - 1. 

20. 证 明 : 向 量 B es V, 是 向 量 a 在 子 空间 V 上 的 内 射影 的 充分 必 
要 条 件 是 :对 Vee,ia-p8lI<la- 上 l. 

7.4.2 练习 题 答案 

1.(1) © (a,8) = aAB' = BA'a' = BAa' = (B,a) 

Q) (ka,B) = (ka)AB’ = k(ahB') = kça,B) | 

@ (a +B,y) = (a + B)Ay' = ahdy + BAy' = (a,y) + (B,Y) 

@ (a,a) = aha' = Y >, ax; 


由 于 4 EIESESEBE, ETUI Y. 六 axiz > 0, B 8 a = 0 时 , (asa) 
= 0, 故 Re 成 一 欧 氏 空间 ， 
(2) 设 所 求 度 量 和 矩阵 为 如 = (b,),.. Ú MH b; = (Ei1,2;) = ede = 
a AI B = A. 
2. 取 a = (1, -1,0,…,0) #0, 有 (asa) = ( Ya)? = 0, 所 以 
《a,B) 不 是 R" 的 内 积 . 


3. 设 有 k, ,ke k. ,使 得 k C, + k, +° + k, 一 0 ,分 别 用 o; (1 
= 1,2,…,n) 对 上 式 两 端 作 内 积 , 得 
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有 《aa ;al / + k,(Q yaQ2 / 十 ”十 k. o, ,On ) = 0, 
ki, ,Qi ) + k,( e, , G ) + + k. o, , On) = 0, 


k (a, so) + kloan,0) + +k. w.) = 0, 
可 见 上 述 齐 次 线性 方程 组 的 系数 行列 式 恰 为 G(ai ,az ,……ans) ,所 以 由 
方程 组 理论 知 oa ,a,,… w, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 G( Qi ,az ，… G, ) 
= 0, 苑 得 证 . 


可 求 得 m = - B, + Bo = >, + 8, 于 是 
(Qi ,ai ) 一 (G, - 58, +< B.) = 2 
《al az》 = 《an， - 38 +B.) = ] 


《aa ,az ) = Ç(o,, -538, + £8,) = 2. 


2 1 
从 而 基 ( 工 ) 的 度量 矩阵 为 4 -| 


(Bi1,B.) = (m0) ( J = (mw, ,@o ) C 
2 12\ 
12 126) 
| 1 
sa 00 G -ee V 
为 过 渡 和 矩阵 ,得 基 x 
| 1 -1 
(m n) = (sea) [o | ): 


Eli Th = £&€ 一 (1,0) 有 一 一 七 十 £, = ( — 1,1) 就 是 V 的 一 组 标准 正 
交 基 . 
6. 首先 不 难 证 明 a ,a, ,as 是 线性 无 关 的 . 将 它们 正 交 化 得 


B = w, = e, + ss, 


得 基 ( H ) 的 度量 矩阵 为 B = C'AC = | 
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l _ _ 1 
B, = e, (8.,.8, MP! = 7 21 €, 十 BE4 2 s 


(a ,B17 _ Sos ,Bs = £, + ë, + zg, — £ 
(8 ,BY | 《8 ya I! 2 3 55 


B, = as ~ 
us 
,= ' 


10 
+ gs) ,T = x ]0 (e, -Zé + Ze - s), 


TJ = > (e, + ë> + 2E3 — £5). 


则 7, ,72 ,73 就 是 V, 的 一 组 标准 正 交 基 . 

7. 因为 人 a,B) = a8' =a(a4) =a(-4a) =-a4a' Ba) = Ba 
= Qha', 所 以 《a,B〉= -《B,a》= - 《a,B). 因此 《a,B〉= 0,a 与 B 正 交 . 

8. 因为 (@ ,op〉= 0, 所 以 a a, 是 玉 一 组 正 交 基 ,扩充 为 RR 的 一 
正 交 基 a ,a ,as ,其 中 as = (0,0,1), 则 WW = L(os,). 

9. 求 得 所 给 线性 方程 组 的 系数 和 矩阵 的 秩 为 2, 所 以 dimW = 2, 从 
而 , 求 得 四 的 一 组 基 m = (~6,9,1,0) ,a, = (0,1,0,1). 设 B = (x,, 
x2,%3,x%4) 是 W° 中 的 任意 向 量 , 则 有 《\B,ay》 = (8,a,) = 0, 解 
N 6x, + 9x, + x, "Oa 一 基础 解 系 8, = (1,0,6,0),8, = (0, -1,9， 

x, + x, =0 
1) ,因此 , W = L(8, ,B,). 

10.% W = L(8, 8 Bo) ,WW 在 V 中 的 正 交 补 为 W: ,于 是 维 

W "= 维 V- 维 =n-m>0 , 故 有 非 等 向 量 m e W-,@ B = : II ， 


则 8 是 单位 向 量 , 旦 和 仍 属于 束 ,从 而 8 与 有 不正 交 ,因此 有 ,8 ,8。,8 

是 标准 正 交 组 . | 
11. 设 g( = k, + kit +k,? e W* , 则 有 

fi(t) ,8(1)) = | AG)z(D)q: = | xn +kt +k )di = — = 0. 

于 是 可 得 W- = {g(t) = k + k,t° | k.,k, e R|. R W: 的 基 1 ,ft ,并 正 ， 

交 化 得 
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g (t) = 1, 
a aQ) 0 Q P UA 
g.(t) = t -~ a (t) ,Br (1) DEK) í I [a 


-1 


M (g(t) ,81(t)) - | g(t)d: =2,(g(1) (D) = J - T) 
= s: B 的 一 个 标准 正 交 基 为 
h, (t) 一 | Ë, m r R m (t t) - > 


kG) = Tree(D = “OG - D. 


12. (1 lTAI-Al = (A -1)(A -4)(A +2) ,所 以 特征 值 为 A，= 
1 ,A = 4, 和 A; = -2. 可 求 得 对 应 的 特征 向 量 为 m = ( -2, -1,2) ,as = 
(2, -2,1),as = (1,2,2) ,单位 化 得 | | 


2 1 2 2 1 
m = (- 35: "3 ,所 ) ,Wh = (Z, - Z+), 


| -2 2 1 1 
AF26 3BEE T = "É -2 1 T'AT = | 4 | 
2 -2 


1 2 2 
= (33 3): 


1 2 
(2) IF%F#E Ë 
_1 2 2 
3 /5 3.5 | 
一 之 1 4 使 747 = 10 
i=|-3 /5 385" l ! | | 
2 0 -> 
3 3.5 
(3) IF 38 E£ 
I 1 -1 1 5 
_ 111 1 1 -1 IT _ -5 
Wa | -1 -1 jar | 3 | 
1 -1 1 1 -3 
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(4) 正 交 和 矩阵 


Ai 


(3 

6 
_ 好 4 

6 | 使 TT4T=| Ó 
/3 o ) 


13. 对 任意 X,Y e R", 当 4 是 正 交 和 矩 阵 时 ,有 
(go(X) oY) = (AX,AY5 = (AX)'(AY) = X'(A'A)Y = X'Y = (X,Y), 
可 见 og 是 正 交 变 换 . 而 当 4 是 对 称 矩 阵 时 ,有 
(e(X),Y) = (AX,Y) = (AX)'Y = XA'Y = XAY = (XAY) = (X,o(Y)). 
故 o 是 对 称 变换 . 

14. (1) Ve,8 e V,:'Vk e R ya +B) = (@ +B) -2(£,a +B)E 

= (e —2X£,a)€) + (8 -2X£,B)£8) = ol(a) + 0(B), 
o(ka) = ka ~ 2(£,ke)£ = k(e -2(£,a)£) = ko(a), 
故 o 为 线性 变换 . 又 因为 
(o(a),0(B)) = (e -2(£,a)£ B -2(8,B)E) = (a,B) -2\€,0) ED) 
-2(€,B) (€,a) +4(€,0) (€,B) (6.0) = (a,p), 
故 o 为 正 交 变换 . 

(2) 仿 el，,… ,ei 为 VV 的 一 组 标准 正 交 基 , 对 此 内 扩充 为 V 的 一 个 
Wima iN ee 设 ofe) = ke, + +k e, + ke, ,其 中 
k(i = 1,…, ) 均 为 实数 . 由 于 e ,eV ,因此 Ce) =e.,i=!1, 
,nNn-l. 这 样 正 交 变 换 关于 标准 正 交 基 el eu 的 矩阵 为 

] k. 


Sd [| s= 
° 
- Š 
| 


k, 
故 4 为 正 交 阵 ,从 而 和 =0, = 1,…,Rn 一 1,k, = + 1. XW V, E c= 的 属 
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于 特征 根 1 的 n -1 维特 征 子 空间 ,得 e, e V, 故 只 有 =-1, 即 cf(e,) 
= — e* 这 样 对 了 中 任意 向 量 a ,都 有 
G 二 XICI + 十 Xi1e + X, 6, 
O(a) = Xig(e) 十 … +x, A g(e,,) + Xo(e,) = 和 iel + "° 十 Xn-len-l 一 %nen 
= (Xiel +… +X lei TX. e,) 一 2xe =a-2(ae)e. 
改 o 是 由 单位 向 量 e, 决定 的 镜面 反射 , 即 o 为 镜面 反射 
15. 首先 证 明 o 的 特征 根 只 能 为 0,1, 设 和 A 为 o 的 任意 一 特征 根 ,é 
是 og 的 属于 特征 根 入 的 特征 向 量 , 所 以 go(&) = A£, HF o? = o, 故 
o? (£) = o(é), 于 是 有 A 和 2(E) = AE, 即 (A? -A)E = 0, 又 因 & = 0, 
有 A -和 =0, 从 而 和 A = 0 或 AN=1. 
由 定理 知 存在 7V 的 一 组 标准 正 交 基 e, ,…,e, ,使 o 关于 此 其 的 矩 
阵 为 对 角形 式 ,显然 此 时 e  ，…e, 是 了 的 mn 个 特征 向 量 ,于 是 对 角形 所 
阵 的 对 角 线 上 的 元 素 只 能 是 = 的 特征 根 , 即 只 能 为 0,1 ,适当 交换 e,， 
…e, 的 顺序 (使 属于 1 的 特征 向 量 放 在 前 面 ,属于 0 的 特征 向 量 放 在 
后 面 ) ,不 妨 设 交换 后 的 基 仍 为 el ,… e... 则 c 关于 此 基 的 矩阵 为 形状 
1 


0 

16. 由 于 4 为 n 阶 正定 矩阵 ,所 以 有 n Br3E n yBEEE P š P'AP = 
L. 对 于 实 对 称 和 矩阵 P'BP ,fffE1E385EBE Q ,使 0'(P'BP)0 为 对 角形 矩 
阵 . i T = PQ , 则 了 为 实 可 道 矩 阵 , 且 7T47 = Q'(P'AP)Q = Q'IQ = I, 
T'BT = Q'(P'BP)Q 均 为 对 角形 矩阵 . 

17. 欲 证 GX = 0 与 4X = 0 的 解 空间 同 构 ,等 价 于 它们 的 解 空 间 维 
数 相 等 ,因此 只 须 证 系数 阵 G 与 4 的 秩 相等 即 可 . 

由 于 6 =(《a;,@)),, 而 由 n 维 欧 氏 空间 R" 的 内 积 定义 知 (ai, a.) 


= 也 oa, 由 此 即 得 G = 44', 于 是 秩 4 = 秩 44' = # G . 故 它们 解 空 
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闻 的 维 数 相等 ,进而 同 构 . x | 
18. CI 线性 无 关 只 须 证 当 XQ 十 … 十 %maQm = 0 时 ,x x 9 
x, 全 为 零 . 对 此 我 们 总 可 将 这 m 个 实数 按 正 、 负 或 零 重 新 排序 ,使 


XI, ° X, = Ü;x,,, ,Xm < 0. (1 =< r = m) ( * ) 
r m 
Z 一 — 
< £ = Yi0 = — 2, ZG, 
¿=1 j=r+l 


则 
(£ ,£) 一 《 > ia 一 人 xo? = 一 y y> x x; i, G; ) = 0. 


t= j=r+ 


由 内 积 性 质 (Z, >= 0, 必 有 (《E,E〉= 0, 即 得 上 = 0 ,进而 


2 Xia = 0,， > xo; = 0. 
i=1 j=r+l 
于 是 


22222 = 522 = 0, (sea) = Y stem) = 0, 
故 由 ( * ) 即 知 x; Çe;,e) = 0,%《aqy,a) = 0, 从 而 有 
x = x 0)i =l, rj =r+1， m. 
因此 G ROS: 3 线性 无 关 . 
19. (1) 由 于 0 e VV, 所 以 VY 非 空 . 对 任意 xz sx e V ,k eR, 有 
(X, +x,,@) = (XO) + (x,,@%) = 0,Ckx ,a) = k(x ,we) = O. 
JA x, +x, e€ V ,kx, € V ,Ék V, E. V 的 一 个 于 空间 . 
(2) HT a # 0 是 线性 无 关 的 ,将 它 扩充 为 V 的 一 组 正 交 基 am, , 
'. T. ;这 时 因为 (7;,a》 =0(i=2,: n), T € Vi(i = 2,…,n). 
对 任意 B6 e Vi, 有 B = ka + kn, + … + km, , H> 
0 = (B,a) = hk (aa) + hn,0) + +k' m G) = h(a,o), 
由 《a,a) 20 48k, = 0, 即 6 可 由 ，…,m; 线性 表 出 ,从 而 5,,，… n, 
是 的 一 组 基 , 其 维 数 为 n - 1. 
20. 必要 性 . 设 B eV 是 a 在 Vi 上 的 内 射影 , 即 a = 8 +y,y e V; , 
H) a — 8 < Vr. Ella -BV. 因 为 向 量 到 子 空间 各 向 量 间 的 距离 以 重 
线 最 短 ,所 以 ,对 任意 上 e Vi, 有 1la-Bi<la-él. 
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充分 性 . 设 c = B, +y,B, e Vi,y e V; ,BI 8, E: a #E V, E BJ IN 35 
影 . 
对 于 B e V,, 因 为“ 垂 线 最 短 ” ,所 以 1 a - B. | <! a - B1. 另外 由 
题 设 条 件 , | a -B1<1l a -Bii, 所 以 la-B1 =la-pB,1, 即 
(e — B,a — p) 一 (e -pa —- B.) , 
义 因 为 a -B= B, +y -B = (8, -B) +y ,于 是 
(a -B,a -B) 一 〈《(pB， _ B) ty,(pB -B) + y) 
一 (B, -B,B -B) + (Y,Y) 
= (B, - B,B, - B>) + (a -Bi,a —- B.) 
= (8, -B,B, - B) + (a -B,a - p> , 
W (8, - B.B, - B>) = 0,ËBI 8, = Bb, 可 见 B 是 a 在 Vi 上 的 内 射影 
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二 次 型 的 理论 起 源 于 解析 几何 中 化 二 次 曲线 和 二 次 曲面 方程 为 标 
准 形式 的 问题 . 现在 二 次 型 的 理论 不 仅 在 几何 而 且 在 数学 的 其 它 分 支 
及 物理 \ 力 学、 工程 技术 中 也 常常 用 到 . 本 章 我 们 将 应 用 所 学 过 的 矩阵 
的 知识 来 讨论 二 次 型 的 理论 ，. 


81 内 容 提 要 
8.1.1 二 次 型 及 其 矩阵 表示 
1. 双 线 性 函数 


设 V 是 数 域 记 上 一 个 维 问 量 空间 . V 上 一 个 双 线 性 销 数 指 的 是 
一 个 上 映射/ V x V 一 了 , 即 对 于 V 中 每 一 对 向 量 (£,n) ,有 FF 中 一 个 确定 
的 数 AE&,n) 与 它 对 应 ,并 且 满 足下 列 条 件 : 

(1) A(é +m,£) = f(é,2) + An,2) ; 

(2) f(£,m + £) = f(£,m) + f(£,¿) ; 

(3) f(ag,£Z) = f(£,aZ) = af(£,¿) `. 

这 里 ,mn,t 是 V 中 任意 向 量 ,a 是 下 中 任意 数 . 

设 f(a,B) 为 Y,(F) 的 一 个 双 线 性 函数 , 若 对 VB eV, 都 有 f(a， 
B) = 0, 可 推出 a = 0, 则 f/ 称 为 非 退 化 的 . 

设 信 a,B) 是 V(F) 上 一 个 双 线 性 函数 , 硅 对 ya 6 e V( F) ,都 有 
f(a,B) = f/(B,a) , WIPRO a B) 为 对 称 双 线 性 函数 . 

W /(e,B) 为 V(F) 上 对 称 双 线 性 函数 , 当 a = Bp 时,V 上 的 晴 数 
f(a,a) 称 为 与 作 a,B) 关联 的 二 次 齐 次 函数 . 

Ü f(e,B) I V,( F) 上 一 个 双 线 性 涌 数 ,el ,se,,，…,e。 是 了 的 一 个 
基 , 则 矩阵 

fleise) flei,e2) … flel,e,) 
4 = | 所 ea el) f(e,,e; ) a f(e,,e,) | 


J(e,,e,) flessE2) °° J(e,,e,) 


第 8 章 二 次 型 . 265 . 


称 为 用 a,B) 在 si,ez,，……e。 下 的 度量 矩阵 . 

在 给 定 的 基 下 , 数 域 E n 维 向 量 空间 了 上 全 体 双 线性 函数 与 
M,(F) 之 间 有 一 个 一 一 对 应 . 

在 不 同 基 下 , V,(F) 上 同一 个 双 线 性 函数 f(a,B) 的 度量 矩阵 彼此 
是 合同 的 , 即 若 4 为 用 a,B) 在 基 {ta | i = 1,…,n| 下 的 度量 阵 ,2 为 
f(a,B) 在 基 |1B8:11 = 1,…,n| 下 的 度量 阵 , 而 了 是 由 基 a ,… ,a 到 基 
B, B, 的 过 渡 阵 , 则 B = T'AT. 

双 线 性 函数 拟 c,B8) 非 退 化 的 充 要 条 件 是 凡 a,B) 在 基 @&,,… ,a 下 
的 度量 阵 是 可 逆 的 . 

双 线 性 函数 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 在 任意 一 基 下 的 度量 矩阵 是 对 
PFAE FF. 

2. 二 次 型 

设 f(a,B) 2 V,(F) 上 一 个 对 称 双 线 性 也 数 ,a ,… ,a 为 V,( F) 
一 个 基 . 4 为 用 a,B) 在 基 a ,… ,a, 下 的 度量 矩阵 . Va 8 V,(F),a = 
>` ia ,有 


¿=l 


fla,a) = > 2 fis 0 ) re 一 B (1) 
其 中 4' = A. (1) 式 右 端 是 上 nn 个 文字 x z, 的 一 个 二 次 齐 次 多 项 
式 , 称 它 为 F 上 4 个 文字 的 二 次 型 ,简称 n 元 二 次 型 . 

一 般 形式 为 

q(x, "1 P x, ) = Gr + + ra: + 2G,X1X, + + ZO inXn Xn 


= yy Varn, = X'AX, 


其 中 4 = (a,) = A",a; = al = 1,,n, = (xw, ," Z.) . 
称 4 为 n 元 二 次 型 q(x ，… ,x;) 的 矩阵 . 
二 次 型 的 秩 指 的 是 它 的 矩阵 的 秩 . 
3. 合同 矩阵 
设 4,8 是 数 域 上 两 个 n 阶 矩阵 ,如 果 存 在 上 一 个 n 阶 可 逆 知 阵 
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P, 使 得 P'AP = 已 ,那么 就 说 如 与 4 合同 . 

合同 矩阵 具有 如 下 性 质 ， | 

(1) 反 身 性 ; 4 与 4 合同 ; 

(2) 对 称 性 : 若 4 与 8 合同, 则 8 与 4 合同 ; 

(3) 传 递 性 :车 4 与 8 合同 ,B 与 C 合同 , 则 4 与 5C 合同 ; 

(4) 若 4 与 8 合同 , 则 4 的 秩 与 B 的 秩 相 等 . 

设 下 是 一 个 数 域 ,cy e 下 ,两 组 文字 2 ，… x ;71，… ,的 关系 式 
X, = Cuy 十 Ci2y2 + ° 十 Cinyn 


X2 = C2171 十 C2272 十 + Conyn 


x, = C. i 二 Coy2 + … + Cunyn 
称 为 由 x, ,… ,x 到 六 ，…,y, 的 一 个 线性 替换 . 用 矩阵 形式 可 写 为 

| X = CY, 

其 中 下 = (x.,z;, "x. CC = (c; ),a a Y = (YY2 t y.) 341 CI = 
0 时 , 称 线性 替换 是 非 退 化 的 (或 可 逆 的 ,或 满 秩 的 ). 

数 域 上 的 两 个 二 次 型 等 价 ( 指 的 是 可 以 通过 可 道 的 变量 替换 互 
化 ) , 当 且 仅 当 它们 的 矩阵 合同 . 

矩阵 的 下 列 任意 一 种 变换 缘 为 合同 变换 . 

(1) ËR k( > 0) 乘 矩 阵 的 ; 行 后 ,又 以 大 乘 矩 阵 的 ; 2). 

(2) 对 调和 矩阵 的 行 与 行 后 ,又 对 调和 矩阵 的 i 列 与 7 列 . 

(3) 和 矩阵 7 行 的 大 倍加 到 ; 行 后 ,又 把 矩阵 7 列 的 天 倍加 到 : 列 . 矩阵 
4 经 过 合同 变换 后 ,得 到 与 4 合同 的 矩阵 . 

8.1.2 二 次 型 的 标准 形 

若 一 个 二 次 型 能 够 经 非 退 化 线性 替换 化 为 平方 和 的 形式 , 则 称 该 
平方 和 为 该 二 次 型 的 标准 形 . 数 域 尺 上 的 任意 一 个 于 元 二 次 型 都 可 以 
经 非 退 化 线性 替换 化 为 其 标准 形 . 

数 域 尺 上 秩 为 r 的 任意 一 个 =” 阶 对 称 矩 阵 4 都 合同 于 一 个 秩 为 r 的 
对 角 和 矩阵 刀 , 即 存在 可 逆 和 抢 阵 C ,使 C'4C = 也 ,这 里 忆 的 对 角 元 聚 中 有 
r 个 非 零 . 

注 二 次 型 的 标准 形 一 般 不 是 惟一 的 ,与 对 称 和 矩阵 合同 的 对 角 甜 
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阵 一 般 不 是 惟一 的 . 

化 二 次 型 为 标准 形 的 常用 方法 有 两 种 :配方 法 ,初等 变换 法 . 

配方 法 的 步骤 是 : 

(1)# f(x, X |. ,Xn ) 中 没有 平方 项 ( 即 平方 项 的 系数 全 为 零 ) 
而 有 x;x; 的 系数 不 为 零 , 此 时 作 非 退化 线性 替换 Xi = Yi + y;,%; = Y; — 
Yi = Xk 天 天 起 , 则 出 现 平 方 项 ; 

(2) 若 儿 xi ,x,，… ,x,) 中 含有 平方 项 %i , 则 先 集 中 舍 x, PURA, 
进行 配方 ; 

(3) X< 3 FÉ n -1 个 文字 ， 继续 类 似 地 进行 ， 直至 全 化 为 平方 
项 为 止 . 

初等 变换 法 的 步骤 是 : 

(1 SSH f(x, ,x,，… ,x,) 的 矩阵 4 ; 

(2) 对 4 对 称 地 ”进行 行 与 列 的 初等 变换 , 即 ,对 行 作 一 初等 变换 
后 ,立即 对 列 作 一 同样 的 初等 变换 ,从 而 ,将 4 化 为 对 角形 和 矩阵 D ; 

(3) iB D 对 应 的 二 次 型 , 即 为 用 zx ,x,,… z.) 的 标准 形 。 ` 

数 域 上 的 任意 一 个 二 次 型 的 标准 形 中 非 零 平方 项 的 个 数 是 惟 
一 确定 的 ,等 于 它 的 秩 , 与 所 作 的 线性 替换 无 关 . 
8.13 和 人鱼 二 次 型 与 实 二 次 型 

1. 复 一 次 型 

秩 为 的 复 二 次 型 f(x ,xz,…:xn) = XAX 都 可 以 经 过 复 的 非 退 化 
线性 替换 = CY 化 为 惟一 的 规范 形 / = yi t, t +. 

秩 为 r 的 任意 n 阶 复 对 称 短 阵 A 在 复数 域 上 合同 于 惟 _ 的 n BT 


角 和 矩阵 
É J | 
0 0 
即 存在 n Br E u ayka E C ,使 
1, 0 
ee 人 人 
两 个 元 复 二 次 型 可 通过 复 的 非 退 化 线性 替换 互 化 的 充分 必要 条 

件 是 ,二 者 有 相同 的 秩 . 从 而 ,m 元 复 二 次 型 共有 n + 1 个 等 价 类 . 
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两 个 n 阶 复 对 称 矩 阵 在 复数 域 上 合同 的 充分 必要 条 件 是 二 者 有 相 
同 的 秩 . 从 而 ,mn 阶 复 对 称 和 矩阵 有 zm + 1 个 合同 类 . 

2. 实 二 次 型 

惯性 定律 ” 秩 为 r 的 实 二 次 型 (xi xz ,x,) = X'4X 都 可 经 过 实 
的 非 退 化 线性 替换 钱 = CY 化 为 惟一 一 的 规范 形 

yi 十 ` + y, 一 Yin 一 一 y N 

其 中 正 项 个 数 p 及 负 项 个 数 4 =r-—p 是 确定 的 ,分 别称 为 1 的 正 惯 性 指 
数 和 负 惯 性 指数 ;二 者 的 差 p - q 称 为 了 的 符号 差 . 

秩 为 > 的 mn 阶 实 对 称 和 矩阵 4 在 实数 域 上 合同 于 惟一 的 n 阶 对 角 算 
阵 


即 存在 n 阶 实 可 逆 和 矩阵 C ,使 


I, 
C'AC = 一 了 | 
0 


两 个 n 元 实 二 次 型 可 通过 实 的 非 退 化 线性 替换 互 化 的 充分 必要 条 
件 是 ,二 者 有 相同 的 秩 与 符号 差 . 从 而 ,n 元 实 二 次 型 及 (n+ 1)(n + 


2) 个 等 价 类 . 
两 个 阶 实 对 称 和 矩阵 在 实数 域 上 合同 的 充分 必要 条 件 是 ， 一 者 有 
相同 的 秩 与 符号 差 ( 实 对 称 矩 阵 4 的 符号 差 即 指 二 次 型 X'hX 的 符号 


差 ). 从 而 ,n 阶 实 对 称 矩 阵 有 地 (n + 1) (n + 2) 个 合同 类 


8. 1 .4 正定 二 次 型 
设 fx,,… ,x, ) 为 n 元 实 二 次 型 . 对 于 任意 个 不 全 为 零 的 实数 6,， 
(1) 若 都 有 fle,,…,c,) > 0, 则 称 拟 zx ,…,x,) 为 正定 二 次 型 
(2) 若 都 有 flc,,… ,ce,) < 0, 则 称 f(x),… ,x,) 为 负 定 二 次 型 
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(3)#86 4 f(c, 1 c.) Z 0,MUEK f(x, ,x,) 为 半 正 定 二 次 型 . 
(4) 若 都 有 f(ci，…,c,) 志 0, 则 称 扩 x, ,… z.) 为 半 负 定 二 次 型 
(5)# f(x,,: x.) 既 不 是 半 正 定 , 又 不 是 半 负 和 定 的 , 则 称 f(x, , 
x.) 为 不 定 二 次 型 
设 nn 元 实 二 次 型 
q(x x.) = > 他 08 = X'AX, 
其 中 下 = (x, ,'' z.) = (a;) = A',a; =a,ijJ =l, ,n,q(x i, 
x,) 是 正定 的 ,与 下 述 诸 命题 彼此 等 价 : 
(1) 它 的 秩 与 符号 差 都 等 于 m ; 
(2) 它 的 矩阵 4 合同 于 = 阶 单位 阵 瑟 , 即 存在 = 阶 可 逆 阵 忆 使 P4P 
= 1, ; 
(3) 它 的 矩阵 4 的 一 切 顺序 主子 式 都 大 于 零 ; 
(4) 它 的 矩阵 4 = 0Q'Q, 其 中 @ 为 m 阶 实 可 逆 阵 ; 
(5) 它 的 矩阵 4 的 特征 值 都 是 正 数 ; 
(6) 它 的 矩阵 4 = S° ,其 中 $ 为 正定 阵 . | 
相 平行 地 , 实 二 次 型 Ax, ,…,x,) = 了 '4X 是 半 正 定 的 ,与 下 述 诸 命 
题 等 价 : 
(1) 它 的 秩 与 正 惯性 指数 相等 , 即 r = p; 
(2) 它 的 短 阵 4 合同 于 [”“】 
0 0 
(3) 它 的 矩阵 4 的 所 有 主子 式 全 是 非 负 数 ，; 
(4) 它 的 矩阵 4 = T'T, 其 中 了 为 r x n 行 满 秩 阵 ; 
($) 它 的 和 矩阵 4 的 特征 值 都 为 非 负 数 . 
注 它 的 矩阵 4 的 所 有 顺序 主子 式 > 0 , 它 未 必 是 半 正 定 的 . 
若 实 二 次 型 Kx ,…,x,) = 4 正定 , 则 称 / 的 矩阵 4 是 正定 的 . 
正定 矩阵 有 如 下 性 质 : 
(1) 正 和 定 和 拖 阵 的 行列 式 恒 为 正 ; 
(2) 实 对 称 和 矩阵 4 正定 当 且 仅 当 4 与 单位 矩阵 合同 ; 
(3) 4 是 正定 矩阵 当 且 仅 当 4” 是 正定 矩阵 ; 
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(4) 两 个 正定 矩阵 的 和 是 正定 矩阵 . 
8.1.5 主轴 问题 
设 nn 元 实 二 次 型 
q(xX1,*"*,%,) = 5 ; CiXiMXi = XAX, 


i=] j=] 
其 中 天 一 (xi .X.) ,4 _ (a;) 一 4 Ci 一 ail = —_ 1 n, 则 总 可 
通过 坐标 的 正 交 变换 


化 为 
ÀY) + A2y2 十 … 十 入 ay ( *) 

其 中 口 为 n 阶 正 交 阵 ,而 A; e R,i = 1,…,n 是 4 的 全 部 特征 值 . 这 就 
是 二 次 型 的 化 主轴 问题 ， 即 任意 实 二 次 型 均 可 通过 正 交 的 变量 替换 化 
为 标准 形 ( * ) ,由 此 即 得 : 

(1) 二 次 型 的 秩 是 它 的 矩阵 4 的 非 零 特征 值 的 个 数 

(2) 二 次 型 的 符号 差 是 它 的 矩阵 4 的 正 特 征 值 的 个 数 与 负 特 征 值 
的 个 数 的 差 . 


82 ”重点 和 难 扩 


本 章 的 重点 是 :二 次 型 的 标准 形 , 实 二 次 型 的 规范 形 ,正定 二 次 型 . 

化 二 次 型 为 标准 形 是 最 基本 的 问题 ,是 讨论 其 它 问 题 如 规范 形 、 正 
定性 等 的 基础 . 使 对 称 和 矩阵 合同 于 对 角形 ,是 与 此 等 价 的 问题 化 二 次 
型 为 标准 形 的 常用 方法 有 两 种 :配方 法 ,初等 变换 法 . 配方 法 直接 化 二 
次 型 为 平方 和 ,方法 较为 初等 , 容易 掌握 , 只 是 计算 过 程 较 复杂 ,并 且 ， 


. 求 总 的 线性 替换 较 麻烦 . 初等 变换 法 是 通过 求 得 与 二 次 型 的 和 矩阵 合同 


的 对 角形 矩阵 ,间接 地 求 得 二 次 型 的 标准 形 . 两 种 方法 各 有 利弊 ,互相 
补充 . 总 之 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 
实 二 次 型 的 规范 形 ,是 在 标准 形 的 基础 上 求 得 的 ,由 此 引 和 了 正 惯 
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性 指数 等 概念 ,进一步 刻 划 了 实 二 次 型 ;同时 ,通过 规范 形 , 很 方便 地 研 
究 了 实 二 次 型 的 值 类 ,给 出 了 实 二 次 型 半 正 定 、 正 定 、 半 负 定 、 负 定 . 不 
定 的 必要 充分 条 件 ,因此 ,成 为 本 章 的 一 个 重点 . 

正定 二 次 型 与 正定 矩阵 的 判定 与 证 明 是 本 章 的 另 一 个 重点 . 对 于 
具体 的 实 二 次 型 或 实 对 称 矩阵 ,一 般 采 用 全 部 顺序 主子 式 大 于 零 的 充 
分 必要 条 件 来 判定 ;而 对 于 抽象 的 实 二 次 型 或 实 对 称 和 矩阵, 往往 采用 定 
义 及 特征 值 等 判定 其 正定 性 

本 章 的 难点 是 : n 阶 实 对 称 矩 阵 的 合同 类 ,正定 二 次 型 

n 阶 实 对 称 矩 阵 的 合同 标准 形 的 结构 不 容易 想象 ,从 而 ,确定 合同 
类 的 类 数 及 每 类 中 的 代表 ,就 更 为 困难 ,因此 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 . fE 
决 困难 的 方法 是 : (1) 由 实 二 次 型 的 规范 形 过 渡 到 实 对 称 和 矩阵 的 合同 
标准 形 , 明 确 “ 先 1 再 -1 最 后 0” 的 结构 ;(2) 明确 同一 类 中 的 矩阵 具 
有 相同 的 合同 标准 形 ,该 合同 标准 形 就 是 该 类 的 当然 代表 ; (3) 按照 
“一 看 秩 二 看 1 三 看 -1” 的 顺序 , 考 灌 所 有 可 能 的 代表 ,从 而 确定 合同 类 
的 类 数 

正定 二 次 型 既是 本 章 的 一 个 重点 ,又 是 本 章 的 一 个 难点 . 关于 用 顺 
序 主子 式 判定 正定 的 结论 ,其 证 明 篇 幅 较 长 ,而 且 证 明 充分 性 时 ,使 用 
数学 归纳 法 ,还 要 进行 技术 上 的 处 理 ; 具 体 使 用 时 ,有 些 二 次 型 的 矩阵 
不 易 写 出 ,顺序 主子 式 不 易 计算 ,因此 ,成 为 本 章 的 一 个 难点 . 解决 困难 
的 方法 是 : (1) 明确 (x ,x,,…,%x,) 的 正定 性 决定 了 f(x1,%;，… Xk) 
的 正定 性 ;(2) 复习 分 块 矩阵 及 其 转 置 , 作 好 准备 ,从 而 理解 对 于 归纳 
假定 之 下 矩阵 的 技术 性 处 理 ; (3) 复习 行列 式 的 计算 ,为 具体 使 用 作 准 
& 


8.3 ”例题 解析 


8.3.1 ”线性 函数 有 关 问题 
1. 设 V( F) 为 数 域 记 上 向 量 空间 .f: Vy 是 一 个 映射 , 若 / 满 足 
(1) fa+B) = f(a) +A(B) (可 加 性 ); 
(2) ka) = #1(a)( 齐 次 性 )， 
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其 中 Ya,B e V(F), Vk e 下 , 则 称 / 为 了 Y 上 一 个 线性 函数 (映射 ). 
2. 2 L( V, F) 为 数 域 上 nn 维 向 量 空间 V 的 全 体 线性 隆 数 的 集合 . 
L(V,F) 中 定义 加 法 : | 
(f +8)(a) = f(e) +g(e),Ve 8 V,Vf,g e L(V,F) . 
定义 数量 乘法 : 
(的 (a) = k(f(a)),Vk e F,Vea e V,Vf e L(V,F). 
于 是 L(V,F) 对 其 加 法 与 数量 乘法 构成 的 向 量 空 间 称 为 了 的 对 偶 空 
间 , 记 为 了 ' BD V° = L(V,F). 
3. 设 e... e, 28 V,( F) 的 一 个 基 , 由 


Ce ) = {0 i = 1,22, n 
0, J 
构 作 的 V 上 个 线性 函数 , 便 成 为 V* 的 一 个 基 , 并 称 为 e ,…,e, 的 对 


8 28. 

例 1 uFHH: XF n 维 回 量 空间 了 中 任意 两 个 不 同 的 回 量 a,B, 必 
存在 了 上 的 线性 函数 六 使 六 ac) = f(8) , 即 对 V 中 任意 非 零 癌 量 $, 必 有 
f eV ,使 作 &) # 0. 

证 明 令 e，……e, 为 了 的 一 个 基 ,而 睛 ,… 因 为 了 ”的 关于 el ，…， 
e, 的 对 偶 基 , 则 V£ e V.B £ = ke, +… + ke,, 使 

f(£) = f(ke, + + he) = kl = 1, n. 
Pk, H £ = 0 n] #I,#2/-8—+4- k, = 0,1 <r<n, 所 以 f(€) = k, # 
0. 于 是 设 f = f, 即 为 所 求 . 亦 即 对 Va,B.e V H e = B,#8 e - B # 0, 
故 f(a -B) 了 关 0, 进 而 fla) AB). | 

例 2 设 V 为 〖 上 4n 维 问 量 空间 ,g1,…,gn e€ V°, 1 = m < n, 
明 . 必 有 同 量 a se Ya 和 关 0) 使 gl(a) =0,i=1,…,m. 

证 明 设 Qa,… ,a 为 V 的 一 个 基 . 令 g(a@) =a; = 1,2,…,m, 
j = 1,2,…n. 于 是 对 于 V 中 某 一 非 零 向 量 a = kaa, + … + k o, ,倘若 
gi(Qa) = kg(oa) +: +k a,i(e,) = ak + +a,k = 0,. = 1,2, 
…,m, 则 非 零 向 量 a 的 坐标 后 ，,…,k, 是 齐 次 线性 方程 组 

aiX 十 … 和 了 alX = 0 
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的 一 个 非 零 解 . Ik, HHF m < n, 所 以 上 述 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 零 
解 , 进 而 存在 非 零 问 量 a, 使 g,(@a) = 0,i = 1,…,m. 
8.3.2 二 次 型 的 标准 形 

化 二 次 型 为 标准 形 的 常用 方法 有 两 种 :配方 法 ,初等 变换 法 . 具体 
的 步骤 如 8. 1. 2 中 所 述 . x . 
” 例 3 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 ,并 写 出 所 用 的 非 退 化 线性 荐 换 : 

(1) f(x, ,x,,xw,) = Xi + 33 + 2x x, + 4x X, + Dro Xs 

(2) f(x i,z,,2 s) = XIX 十 XIX3 + X,Xs 

解 (1) 方 法 1 用 配方 法 . 

f = z + 2x,(x, + 2x3) + 3x3 + 2x;X, 

= [z, + (z, +2x,) ]? — (xz, + 2x3)” + 3x3 + 2x;Xs 


2 2 
一 (x, + x, + 2 x, ) ° 一 x, 一 ZX Xs 一 Xa 


yí = X, + x) + 2X3 x, = yí - Xx ~ 2y3s 

3 Ë = X> , a = 1) ,得 
)3 一 “3 X, 一 73 
f = y) —- X; — 2y;ys -9 = X — (> + ys)“. 
z, = y yi = 2 

+] = yx 十 3， a x = Z; Z > 得 
23 — 5 ya 一 23 x 

f = z - X: 
所 用 的 非 退 化 线性 替换 为 ~ 


x, = z, — (z, 一 2) ~22 = z, — Z, ~% 
Xa = Z, 
方法 2 用 初等 变换 法 

| l 
wai 和 4 | 于 是 


l 2 
1 0 1 
2 1 3 
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1 1 1 0 1 0 0 
1 0 1 0 -1 0 -1 0 
2 ° ° 
Í 0 0 1 -—1 -] -1 
1 0 0 1 0 1 _ 1] 
0 0 1 0 0 0 0 ] x 
x, 1 -1 -1V 
故 非 退 化 线性 替换 | x, | = 1 - J y, (化 二 次 型 为 f = y. - x; . 
xs 0 0 1 ya 
(2) 方 法 1 用 配方 法 | | 
XI = YY; 
由 于 所 给 二 次 型 没有 平方 项 , 故 令 Ë = y + 为 得 
X, 一 3 


f = (y, -9 +y,) + (y, — y. )y;s + (y, + y, )55 
= yy + 2y,ys = (y, + ys)? -~ 


Z, = Yi + 15 yi = Zí ~ zs 
< Ë = X> À ub = 22 ,得 
2 = s ys 一 23 
f = Zñ - Z - 5. 
所 用 的 非 退 化 线性 替换 为 


x% = (z -23) -Z = z -2 一 23 
Ë = (z, — 2) +z, = Z, + Z, — Zs. 


X3 一 Z3 
方法 2 用 初等 变换 法 
0 1 1 
2 2 
二 次 型 的 矩阵 4 = J 0 二 | 于 是 
1 l 
2 2 9 


0 1 0 O 
] 
1 4 
| 2 0 0 -1 
(1) 1 ... _ ... 
I 1 
... ] -7 _] 
1 
] 
0 2 1! 
0 0 0 ] 
1 0 0 
0 一 1 0 
c, x 2 i 
ne 
| 1 —I -1 
1 1 _ 1 
0 0 1 
XI 1 -1 -1VY/I 
故 非 退 化 线性 替换 | x, |= 11 1 -11y, |, 化 二 次 型 为 /= yi - 
X3 0 0 了 3 
5. 


注 1 化 二 次 型 为 标准 形 时 ,所 作 的 非 退 化 线性 替换 不 惟一 ,标准 
形 也 不 惟一 . x 

注 2 顺序 主子 式 法 ( 雅 可 比 法 ) : 若 半 元 二 次 型 的 矩阵 4 所 有 阶 
数码 mn -1 的 顺序 主子 式 皆 非 零 , 即 A 关 0, = 1,…,n 一 1, 则 这 元 
二 次 型 的 标准 形 为 


A + 


A 
A +... A. Ja : 

注 3 ”化 实 二 次 型 为 标准 形 的 男 一 重要 方法 是 采用 正 交 线性 替 
换 , 其 步骤 如 下 : 
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(1) 首 先 通 过 nn 元 二 次 型 的 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , 求 出 4 的 所 有 特 
征 值 入 ,…, 和 A, ,于 是 二 次 型 的 标准 形 为 A1y? + … + A 

(2) 对 每 一 特征 值 和 ;, 求 出 属于 它 的 单位 特征 癌 量 é,,i = 1,…,n， 
其 中 若 属于 同一 特征 值 的 单位 特征 向 量 的 数量 多 于 1 个 , 则 和 需 把 它们 
正 交 化 . 

(3) 最 后 求 出 变量 正 交替 换 X = PY, 其 中 己 是 正 交 和 矩阵 , 它 的 列 向 
量 是 由 和 挎 阵 4 的 所 有 特征 信和 对 应 的 正 交 单位 特征 问 量 构成 . 
8.3.3 ”和 矩阵 的 合同 | 

关于 和 矩阵 合同 方面 的 题目 ,证 明 的 方法 大 体 可 归纳 为 两 种 : 

(1) 将 对 称 和 矩阵 会 同 的 问题 转化 成 二 次 型 来 处 理 ; 

(2) 利 用 和 矩阵 合同 的 自身 的 性 质 来 解决 . 

例 4 ”证 明 : 若 记 i…ii 是 一 个 n 级 排列 , 则 下 面 两 个 矩阵 合同 ， 

À) À; 


À, À; 
对 于 二 次 型 f(x ,x x.) = X'BX = Aix? + A; +… + À, 8 fEdËE 
退化 线性 替换 x， = y;, ,，… x, = yi, HI 
f= AYA Ap tt A, = A + À + = + ÀA,y, = Y'AY, 
所 以 ,两 矩阵 合同 . 其 中 下 = (xxa z.) Y = (yn) ， 

例 5 ”证明 : 设 4 为 =” 阶 实 可 逆 矩 阵 . 28 A 5 -4 在 实数 域 上 合同 ， 
则 =” 必 为 偶数 . | 

证 明 因为 ,4 与 -4 在 实数 域 上 合同 ,所 以 ,存在 实 可 道 矩 阵 C, 
使 得 -4 = C'4C, 取 行列 式 得 ,(-1)"| 41 =1-Al=| CACI1 =l A! 


第 8 章 二 次 型 - 277 - 


| C1 ,又 4 enjiERE,PRDA, 1 C1” = (-1)" > 0. 因此 ,nm 必 为 偶数 . 
例 6 ” 设 4 是 n 阶 对 称 和 矩阵 ,4 的 秩 是 r, 求 证 :存在 秩 为 mn -r 的 对 
称 和 矩阵 号 使 48 = 0. | 
uFBH 据 题 设 , 可 知 4 的 合同 标准 形 九 是 
d, 
d, 


| 0 
di ,d; ，… d 都 不 等 于 零 , 则 存在 可 道 矩 阵 忆 使 P'4P = 也 ,对 刀 来 说 , 显 
然 有 秩 为 nm - r 的 矩阵 


Ca Ca c, 都 不 等 于 零 ,使 DC =0, 于 是 P'4PC =0, 所 以 4PC =0， 
故 4PCP' = 0. 令 PCP' = B, P En mi p , PCP' 与 C 的 秩 相 等 ,而 
J. PCP' 是 对 称 的 ,所 以 8 是 秩 为 n ~r 的 对 称 和 矩阵, 而 且 使 4B8 = 0. 

i£ 这 种 将 对 称 和 矩阵 4 转化 为 它 的 合同 标准 形 来 求解 的 方法 是 一 
种 常用 方法 . 凡是 要 求证 n 阶 对 称 和 矩阵 4 具有 某 种 性 质 ,而 这 种 性 质 与 
4 的 秩 有 关 时 ,我 们 大 都 可 以 使 用 这 种 方法 ,首先 设 出 4 的 合同 标准 形 
D, 由 于 D 是 对 角形 矩阵 ,容易 证 明 它 具有 所 要 求 的 性 质 , 然 后 再 通过 DD 
来 证 明 4 具有 所 要 求 的 性 质 . 
8.3.4 ”实数 域 和 复数 域 上 的 二 次 型 

1. 求 二 次 型 的 规范 形 
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求 二 次 型 的 规范 形 ,一 般 先 求 出 标准 形 , 而 后 再 作 一 次 适当 的 线性 
车 换 , 求 得 规范 形 ;由 于 复 二 次 型 的 规范 形 是 由 二 次 型 的 秩 所 惟一 决 
定 ,所 以 在 实际 计算 中 , 如 果 不 要 求 写 所 作 的 非 退化 线性 代 换 ,那么 只 
需要 求 出 二 次 型 的 秩 , 便 可 写 出 它 的 规范 形 . 

例 7 用 非 退 化 线性 代 换 将 复 二 次 型 f(x) xz ,x,) = 2x xz, ~ 6x;zs 
+ 2x x, 化 为 规范 形 . 

解 ” 先 用 非 退 化 的 线性 代 换 

Xi = y, - X>, + 3y; 
x, = Yi + Y, — s ' WAK: 
X, — Ja 
将 二 次 型 f(x ,x, ,xs ) 化 为 标准 形 f(x ,xz,xzs) = 271 -~ 272 + 67y3 再 作 
非 退 化 线性 代 换 


>. (2) 


便 得 二 次 型 的 规范 形 
f(x1 ,x2,%3) = 1 + @> + 3. 


将 (2) 代 入 (1) 得 


2 _ 2. _ 1 (3) 


(3) 就 是 将 二 次 型 用 xi ,x, ,x,) 化 为 规范 形 所 用 的 总 的 线性 代 换 . 238 
(3) 表 为 X = CW ,其 中 


£ A 3 
x 网 2 2 /6 
rl: = V2 _ 2. _ 1 N 
2 2 
| x3 (Os 1 
Ü 0 一 
又 二 次 型 的 矩阵 为 
0 1 1 
| 1 -3 0 
则 可 以 验证 


1 0 O 
C'AC =]|0 1 O!. 
0 0 1 


例 8 写 出 下 列 复 二 次 型 的 规范 形 :; 
(1) f(x, ,x;,zs,Z I) = 2XIX2 + 2XsX4 ; 
(2) /(z,,x,) = (- 1 -i)x,x, +2ix2 : 
解 (1) 该 二 次 型 的 矩阵 为 


0 1 0 O 
141-|10018 
0 0 O 1 
0 0 1 O 


因为 秩 (A) = 4, 所 以 所 zxa xs,z4) 的 规范 形 为 : y, + > + 5 二 和 4 
(2) 该 二 次 型 的 矩阵 为 


0 — 
A = | 
— Dj 


因为 秩 (4) = 2, 所 以 f(xi x) 的 规范 形 为 :YY + 六. 
2. 利用 实 二 次 型 的 规范 形 
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利用 实 二 次 型 的 规范 形 , 可 以 解答 正 惯 性 指数 符号 差 以 及 实 二 次 
型 的 值 等 问题 f 
#J9 求 2n 元 实 二 次 型 所 zi xp 7 X.) = xia + XaX4 + + ` 
xn_l1x%on 的 规范 形 ,并 求 其 秩 及 符号 差 . 
解 ” 依 次 作 非 退 化 线性 替换 


2 = 1 
x, = Y, t Y, 
_ Z, = Ys 
X; — YY 
X, = ys + yi 
Z, ~ Yon 1 
X4 一 J3 4 ? _ ) 
Zn+l 一 y> 
_ Z, +2 一 ]4 
以 2n-1 _ Yə2a-1 + yY2n 
Non 一 2n-1 一 Yn _ 
| 22n = 了 2n 
2 2 2 2 2 2 _ .2 2 _ ... 
则 f(x Xa) = y, tn = Z +Z + 


2 


+ 一 2441 ~ 2 一 … -2 为 规范 形 . 从 而 , 秩 为 2n, 符 号 差 为 0. 

例 10 设 4 是 实数 域 上 的 n 阶 对 称 矩 阵 , 试 求 4 与 -4 合同 的 充 要 
条 件 . 

解 设 4 的 秩 是 r, 正 惯性 指标 是 p ,那么 在 实数 域 上 4 合同 于 规范 
形 


0 
其 中 有 p 个 1,r -p 个 -1, 即 存在 实数 域 上 可 道 短 阵 P 使 PhP = D iH 
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此 可 得 已 (-4)P =- D. TN 
_1 


0 
其 中 有 Tr 一 p 个 1,p 个 -1, 可 见 -4 的 秩 是 r, 正 惯性 指标 是 r -p, 由 此 
知 4 与 -4 在 实数 域 上 合同 的 充 要 条 件 是 p = r -p, 妈 2p = r. 

例 11 证 明 ; 阁 4 为 nx 阶 实 对 称 和 矩阵 , 且 1 41 < 0, 则 一 定 存 在 实 n 
维 向 量 和 XX = 0 ## X',AX, < 0. 

证 明 因为 1 41 <0, 所 以 ,二 次 型 f = X'4X 的 秩 为 n, 且 不 是 正 
定 的 ,从 而 ,有 非 退化 线性 替换 XX = CY, 使 化 为 Yi + +y, -yp - 
Jp < n. EZ y, = 1, 而 其 余 y; 均 为 0, 则 得 到 相应 的 X60, 使 
得 f = X AX, =-1 <0. | | 

£ ifl =eKSCk EF EBJW P  K3) WIB 4FíE F E— 4-3EiB ít, 
线性 代 换 ,将 f 变 为 g, 则 称 f 与 g 等 价 ,如 果 4 和 已 分 别 是 二 次 型 和 和 8 
的 抢 阵 , 则 .与 g 等 价 的 充 要 条 件 是 4 与 8 合同 ,二 次 型 的 等 价 关 系 与 
矩阵 的 合同 关系 都 具有 有 反 身 性 、 对 称 性 、 传 递 性 ,因此 ,我 们 可 以 把 二 次 
型 按 等 价 关 系 分 类 , 几 是 等 价 的 二 次 型 属于 同一 类 . 

任意 一 个 二 次 型 都 等 价 于 一 个 标准 形 , 但 一 个 二 次 型 的 标准 形 不 
是 惟一 的 ,所 以 不 能 只 靠 标准 形 来 解决 分 类 问题 ,在 复数 域 和 实数 域 上 
利用 二 次 型 的 规范 形 ,能 完善 地 给 出 二 次 型 的 分 类 问题 . 

关于 两 个 二 次 型 等 价 的 充 要 条 件 应 注意 ,在 复数 域内 是 它们 有 相 
同 的 秩 , 在 实数 域内 是 它们 有 相同 的 秩 和 相同 的 正 惯性 指数 . 

8.3.5 正定 二 次 型 与 正定 矩阵 

1. 正定 二 次 型 的 判别 
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判定 实 二 次 型 是 否 正定 的 常用 方法 是 ;(1) 化 得 标准 形 或 规范 形 ， 
看 系数 为 正 的 项 数 是 否 等 于 文字 的 个 数 ;(2) 计算 二 次 型 的 矩阵 的 各 
” 阶 硕 序 主子 式 ,看 是 否 全 为 正 . 一 般 说 来 ,方法 (2) 较 为 简便 . 
例 12 判定 实 二 次 型 Kx ,x,,x,) = Sxi +x, + Sx3 + 4x ix, — 8x x, 
- 4x,x, 是 否 正 定 . 
2 4 2 Y, 4 
解 1 因为 , /(x,,x,,x,) = S(x, + < % 一 ç 3) ur rs 
9 > 


+ 2 = 5(z + - a) + (x - 2x,)2 + 2 ,所 以 , 作 非 退化 
线性 替换 x 


y, = x, 一 2x3 


2 4 
|, = x, t s 一 3 


yí = %3 


83 f(xu,xa 28) = 5⁄1; + + + 其 .因此 所 sz) 正定 


5 2 -4 x 
解 2 fO(x,,x,,zs,) | 2 1 | 顺序 主子 式 
-4 -2 5 x 
5 2 -4 x 
1 5| > 0, 1 >0.|2 1 -21>0,BG(DL f(x,,x,,x,) 正定 . 
-4 -2 5 


例 13 KA 的 值 ,使 实 二 次 型 f(x X> 9 元 3 ,X4 ) 一 À (x + x; + x3) + 
2x,x， 2x,x， + 2x,x, + x+ 是 正定 的 . 
解 二 次 型 f(x ,x, ,%3 ,Xs) 的 矩阵 是 


A 1 l 0 
À = ]J A -1 0 

J -1 À 0 

0 Ü 0 1 


当 顺序 主子 式 
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1 ] 和 A 1 1 
al>0, >0, 1 A -1!>0,l Al > O 
| l -1 A 
时 ,二 次 型 用 x ,zx ,x ,x4) 正定 . 由 此 得 
À > Ü 


A -1>0 
A(l1 +A)(A -1) >0 
解 这 个 不 等 式 组 得 和 A > 2. 因此 , 当 和 A > 2 时 ,二 次 型 f(x ,x, xs x.) 是 
正定 的 . 
例 14 判别 二 次 型 10x? + 8x x, +24x x, + 2x; — 28x,z, + x 是 否 
IEE. | 


1.1Dl 4 12 Vx 
解 f(x, ,X> +X ) 一 ea 2 一 4 x° 


12 -14 3 

因为 1 41 = - 2908 < 0, 故 二 次 型 / 非 正定 

2. 正定 与 半 正定 的 证 明 

关于 实 二 次 型 或 实 对 称 矩 阵 正定 与 半 正定 方面 的 题目 ,可 以 考虑 
下 列 几 种 处 理 方法 ;(1) 用 定义 证 明 ;(2) 用 规范 形 证 明 ; (3) 用 顺序 主 
子 式 证 明 ;(4) 用 矩阵 合同 证 明 ;(5) 用 特征 值 来 证 明 
例 15 证 明 : 实 二 次 型 Xa aa) = n a: - ( x)? ok 
正定 的 。 

证 明 DNO Xe = Y (2 +) ,所 以 ,对 任意 实数 


l=;i<;js<n 
x, , X, ) 3 而 育 , 有 
na n 
f =n (Sa) 
:= i=1 


= (n - 1) Y' 2 — > 2x,x; 
全 1 


| eri<jen 
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= Š (和 + 和 ) - > 2xixi 


lei<jen lei<jen 
2 2 
l<i<)j=n 
2 
l1=<i<j=wmn 


因此 , /为 半 正 定 的 . 

例 16 证 明 实 二 次 型 f 半 正定 的 必要 充分 条 件 是 其 正 惯 性 指数 p 
与 秩 > 相等 . x 

证 明 ” 先 证 必要 性 . 用 反 证 法 . 车 p < 7, 则 f(x ,x,，,…,%,) 经 非 退 
化 线性 替换 天 = CY 化 为 f = 说 + 人 + 一 yp 一 攻取 Jp =1， 
而 其 余 的 y; 均 为 0, 则 得 到 相应 的 一 组 不 全 为 0 的 x ,x,,… ,x 的 值 ,使 
f(x. ,x,,… ,xX,) =- 1 <0,B5[H JS. 因此 ,p = r. 

再 证 充分 性 . 车 p = r, 则 经 非 退 化 线性 替换 下 = CY = yi +; + 
… + 和 5. 对 任意 一 组 不 全 为 0 的 实数 x, x... x. Y = C 于 得 一 组 不 
全 为 0 的 实数 y,y,，…,y, ,从 而 就 有 f(xi,x2，… ,Xi) = y, +, + + 
y 之 0, 因此 f 半 正定 . 


例 17 设 4,8 分 别 是 m 阶 .n 阶 正定 矩阵 ,证 明 C = É J 是 正 
SEE B£. 

证 了 明 方法 1 设 4 的 各 阶 顺 序 主 子 式 为 AAA A, 
= | 4A1 ,而 8 的 各 阶 顺 序 主 子 式 为 A,, 人,,…, 人 ,1, 人, =l BI. HA, 


B 正定 知 A, > 0,A > 0. 由 于 C 的 各 阶 顺 序 主子 式 A,(i = 1,2,…， 
m + n) 满足 


A, = A, > 0,:: 
A =| A| A, > 0,:: 

故 C 为 正定 矩阵 . 
方法 2 由 4,8 是 正定 矩阵 知 ,存在 mw 阶 可 逆 和 矩阵 P 和 nn 阶 可 逆 矩 


阵 0, 合 得 PAP = 1,,0'BQ = 1. $M = [0 )' 则 加 是 m+n 阶 可 


,人 = A, >Ü, 
,A 人 =| A| A, > 0. 
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逆 和 矩阵 , 且 
_(P' 04 OWP Oy _/PAP OY_/h, 0 _ 
MCM = (0 gj pj(o 0) = ( 0 BQ) = (6 站 = hem 
故 C 是 正定 矩阵 . 
方法 3 É A 的 特征 值 为 À, A. A. B 的 特征 值 为 u, |o | ` 5 
m , 则 由 1C_-AL_ 1 = Á - AL, 0 
0 B-AL 
0 知 C 的 特征 值 为 A,A... 人 Li , o "``" Hn: 由 于 4,B FJ JJ IEE B 
阵 ,从 而 A; > 0O(! 一 ] 2 ,m) , t; > 0(J 一 1,2,…,n) , 即 C 的 特征 值 | 
全 大 于 零 , 故 ( 为 正定 矩阵 . 


8.4 ”练习 题 及 答案 


8.4.1 ”练习 题 
1. i = #: F E n #E uj Bt 2 [E] V 的 一 个 线性 变换 . 
(1) E X. | 


=l A-AL II B-ALI = 


g(a) =f(o(a)), Va e V,f e V° . 
证 明 ; g es ,并 记 g = fc . 
(2) X V* 的 一 个 变换 
oh =fo =g,VfeV',o e L(V). 
证 明 : og” ë L(V"). | 
2. 求 二 次 型 Kx ,x, ,x3) = 2x,x;, — 6x,x; + 2xz,x, 的 标准 形 . 


0 1 l 
3. 设 有 对 称 矩 隆 A = [ 0 -3|, jS BJ ma RE C, ## C'AC 为 
l -3 0 


对 角形 和 矩阵. 
4. 求 二 次 型 Kx ,x,,x,) = x! +2x x, +2x) +4x,x, + 4x5 的 标准 形 . 
5. ( 工 ) 用 非 退 化 线性 蔡 换 化 下 面 二 次 型 为 标准 形 , 并 利用 惩 阵 验 
算 所 得 结果 : 


xl + x) + XI + XI + 2x x, + 2x;X, 十 2x3X4 . 
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(IT ) 把 上 述 二 次 型 进一步 化 为 规范 形 ,分 实 系数 、 复 系数 两 种 情 
况 ; 并 写 出 所 作 的 非 退 化 线性 替换 . 

6. 写 出 复 二 次 型 f(x ,x, ,x3) = x' + 2x x, + 25 + 4X, Xs + 4x3 的 规 
范 形 . 

7. 设 4 是 实数 域 上 的 对 称 和 矩阵 . 1 41 < 0, 求 证 有 实数 域 上 1 行 n 列 
矩阵 ac = (a, ,a,,…,a,) 使 a'hAa < 0. 

8. 求 证 :在 有 理 数 域 上 , { ”与 {。 “，) 不 合同 

0 2 O 1 

9. 证 明 ; 秩 等 于 7 的 对 称 矩 阵 可 以 表 成 "个 秩 等 于 1 的 对 称 矩 阵 之 
和 1. 

10. 如 果 把 实 n 阶 对 称 矩 阵 按 合同 分 类 , 即 两 个 实 n 阶 对 称 和 矩阵 属 
于 同一 类 当 且 仅 当 它们 合同 , 问 共 有 几 类 ? 

11. 证 明 : 设 f(x ,x,,… z.) = X'AX 是 一 个 实 二 次 型 . 248 3 n #Ëk 
JE X. X, 8 X'AX, > 0,X',AX, < 0, 则 一 定 有 实 n 维 向 量 X = 0, 
(# X' AX, = 0. | 

12. 上 取 什 么 值 时 , 实 二 次 型 x? + x? + 5x3 + 2tx x, — 2x x, + 4x,xs, 
是 正定 的 . 


13. 判别 二 次 型 >- + > x;%; 是 否 正定 . 


I=<i</=n 


14. 设 4 是 nn 阶 实 对 称 矩阵 - 求证 4 半 正 定 的 充 要 条 件 是 :对 任意 4 
>O, + 有 A 正定 . 

15. 设 4,B 为 正定 矩阵 ,求证 4”,4 +B,kA(k > 0) 也 是 正定 矩阵. 

16. 设 4 是 实 对 称 和 矩阵 . 证 明 ; 当 实数 i 充分 大 之 后 ,t+4 是 正定 拓 
Ë=. 

17. 实 二 次 型 f(x ,x,,… ,x*。) = X'AX 是 满 秩 的 . uEBH f(x ,x, ,…， 
x.) 可 用 正 交 坐 标 变换 化 为 规范 形 的 充分 必要 条 件 是 4 为 正 交 和 矩阵 . 

18. 设 f(x. ,x,,…,X,) = 针 'AX 为 实 二 次 型 ,和 A ,和 A,,…, 和 ,为 4 的 特 
征 根 , 且 和 志和 ,三 … 志和 ,证明 ;对 任意 Xe R' ,都 有 A 和 1X'X < X'AX 
< À, X'X. 

19. 4 R. — 4-E Sp kE. 证 明 rank(4'4) = rank4 ， 
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20. 正定 矩阵 4 是 正 交 矩阵 的 充 要 条 件 是 À 是 单位 矩阵 
8.4.2 练习 题 答案 
1. (1) Ya eV, 由 定义 的 g 惟一 确定 一 个 数 凡 cc(a) ) ,使 a 与 之 
相对 应 , 即 
g(a) = f(o(a)). 
为 了 到 下 上 的 一 个 映射 ,并且 Va,B s V,Vk.,k, e 下, 有 
g(ko + k,B) = f( c (kaa + kB)). 
= f(kio( oa) + k,o(B)). 
= kf(o(a)) + hk,f(o(B)). 
= kig(a) + k,g( B). 
故 g eV. 
(2) 对 任意 取 定 V 上 一 个 线性 函数 ,由 (1) 之 结论 ,确定 V 上 一 
个 线性 函数 
g(a) = h(c(ea)),Ve e V,h e V° ， 
于 是 规定 
c :hg, VYVherV, 
则 co“ E V° 的 一 个 变换 ,并 日 VPR Pi e V' Vk ,k, e FF,YVaeV 都 
有 
IT (kh + hh) (oa) = (kh, + kh,) (ol ao)). 
= kh(o(a)) +hh(o(a)) = ko (h(a)) + (h(a)). 
= (ko (hi) + k,o ` (h,))(o), 
i o (kh +kh,) =k e` (h ) +k, ° (h,) .因此 oc" 是 V” 的 一 个 
线性 变换 , 即 w”e L(V"). 
2. 作 非 退化 线性 蔡 换 
x, = Z, + z, 
Bi) f(x ,x,,x,) = 2(z, +z,)(z, —z,) —6(z, —z,)z, + 2(z) + 2 )z 


= 22 — 22 — 42123 + 8z,z, = 2(z — z.) - 22 -2z +8z zi， 
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作 非 退化 线性 蔡 换 
yi = 2 一 23 Z, = 1, + 15 
n =Z >, Fil N = y> 
ys = 23 Z, = 》3 


JM) f(x, ,x2 ,x3) = 2y, -272 -273 +8y2y = 271 - 2(y, - 2y,) ° + 65. 
作 非 退化 线性 苦 换 


W|I — Y! yi = @%) 
h = y, — 2ys uy = (Q>, + 23 
(03 = Ys jy3 一 3 


则 
f(x, :2 , Xs ) _ 2201 _ 20) + 603 9 


即 为 标准 形 . 而 这 三 次 线性 替换 的 结果 相当 于 一 个 总 的 线性 替换 


X| 1 1 OY1 0 1Vi 0 Oy mO 1 1 3 Nf @| 
x |= |1 -1 00 1 0[0 1 2[eo [= 1 -1 -llilo,]|: 
X3 0 0 1 人 0 0 1A0 0 1Aw, 0 0 ] 八 ows 


3. 作 初 等 变换 ,从 略 . 


1 -1 3 2 
1 1 _ 1 |; C'AC = _ 2? . 
0 0 ] 6 


4. 因为 , f(x, ix) = (x, + x,)?2 + (x, + 2x,) ,所 以 , 设 
yí = xí t x x, = yí -y+ 2y; 
Ë = x, 十 2X3， "s = y>, — 273 ` 
ys = 43 Xs = s | 
则 这 是 一 个 非 退 化 的 线性 替换 ,从 而 , f(xi ix) = y, + y) 为 标准 形 . 
5.(1) f= x +x +X + Xx4 +2xX + XXy 十 2x3X4 
= [x + 2x, (x, + x,) + (x, +x,) ] -2x,x;, 二 223x4 + x 


C = 


= x + (x, + x; + x, ) ° + (x, + x.) _ (x! + zs) 


yi = XI Xl = YI 
< 2 = XA + X> + Xs 即 X, = YY | 
ys = Xs + Xa X, = — i t y¿ 
y, = X, + Xs X, = í j+ ys 一 4 
则 二 次 型 的 标准 形 为 f = y, + y; + 5 — ⁄4 ` 
l 0 0 0 I 
变换 矩阵 为 了 = o 1 0 -1 ,验算 得 7T'4T = l 
-1 0 O 1 i 
i O 1 -1⁄ 一 
(H) 在 (了 I) 中 二 次 型 的 标准 形 已 为 实 二 次 型 的 规范 形 , 令 
yi = Z 
jy2 一 22 
J3 — 23 | 
y, = 1z4 
有 
Xl = 21 


X, = Z) 一 1Z4 | 
X, = — Z, + 1Z4 | 
X, = Z) + Z, — 1 
则 复 二 次 型 的 规范 形 为 f = zt +z +z +Z: 
6. 该 二 次 型 的 矩阵 为 


1 1 0 
A=|1 2 2 
0 2 4 


因为 秩 (4) = 2, PH VA f(x, | X° ,Xa ) 的 规范 形 为 yi + y>. 

7. 因为 ! 4t 了 0, 所 以 秩 4 = n, 又 因为 正 惯性 指标 不 会 是 ,否则 
4 的 规范 形 是 7 而 且 存 在 可 逆 和 矩阵 P 使 4= P'P,1 Al =l P'II P I = 
I P1?, 此 与 141 < 0 矛盾 , 现 设 4 的 规范 形 征 : 
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-1 
其 中 至 少 出 现 一 个 - 1 , 而且 可 逆 矩 阵 己 使 P'4P = D, 对 DD 来 说 ,al = 
0 


, 则 e Do, = 一 上 < 0 ,再 令 a 一 Da, ,于 是 四 得 


ac4a = e" P'APe, = a Dea, <0. 
8. 用 反 证 法 . 如 果 合 同 , 则 存在 有 理 数 域 上 2 阶 可 道 矩 阵 P 使 


P'( ,)P = ( 上 
0 2 0 IÍ 


P|: Nah | "|: 
0 2 0 1 


于 是 


但 1 P'1 =1 P1, 所 以 ,21 Pl? =1 Pis L 2 ,这 与 是 


有 理 数 域 上 的 矩阵 矛盾 . 


9. 设 4 是 秩 为 r 的 对 称 阵 ,由 于 对 称 阵 总 可 合同 于 一 对 角 阵 ， 即 存 
在 可 逆 阵 C ,使 


C'AC = D = Í = 0 
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0 
0 
d, 0 
+ 0 十 …' + d = D +… + D 
0 
0 
0 
于 是 
A= (C 'DC''=(C') [DD +:… +D ]C1=(C DC + + (C) "DC. 
= B, +-- +B. 


其 中 B， = (C') D CG = 1,2,…,r) 是 秩 为 1 的 对 称 矩 阵 
(n + 1)(n + 2) 
10. 共有 类 . 


这 是 由 于 实 对 称 矩 阵 4 与 B 合同 时 ,有 
a 


P'AP = C'BC = .(d. = 0, = 1,--- r) 


0 
考虑 相应 二 次 型 的 情形 , 按 d. 取 值 的 正 负 可 分 为 
r 个 正 ,0 个 负 ;r -1 个 正 ,1 个 负 ;…; 
1 个 正 ,r -1 个 负 ;0 个 正 ,r 个 负 , 共 r + 1 类 . 
而 秩 > 又 可 分 别 取 0,1,2,…,n , 故 共有 类 数 为 
ll+2+3+.…+n+(n+l1) = (n +] (n +2) 


2 
11. 由 条 件 知 ,二 次 型 是 不 定 的 ,从 而 有 非 退 化 线性 替换 三 = CY, 
fB fk y, + +y, y = 0 <p <r. 2 y, = y, =1, 而 


J. Z$ y, 均 为 0, 则 得 到 相应 的 天 = 0, 使 得 f 一 X AX, 一 0° + °° + 0? + 
J 1-0... -0 = 0. 
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12. 二 次 型 的 抢 阵 的 顺序 主子 式 是 :111 = 1， | 


= -5 -41, 当 且 仅 当 上 述 主子 式 都 大 于 零 时 所 给 二 次 型 是 正定 的 , 即 
1 > 0,1 - É > 0, - 5É - 44 > 0, 通 过 解 不 等 式 知 : - <t <0. 


=1-#, Al 


1 1 
1 — .. — 
2 2 x 
1 I 1 x 
13. f = (x),x,,*`" x. )] 2 2 . = X'AX. 
1 1 an 
2 2 l 


利用 《高 等 代数 》( 北 大 第 3 版 )66 页 例 1 结果 得 4 的 上 阶 顺序 
主子 式 


A, = (210 + <) > 0 (i 一 1 ,2,.…,n). 


故 f 为 正定 二 次 型 . 
14. 必要 性 . 只 要 证 明 对 任意 不 全 为 零 的 (a ,as,,…,Q,), 有 


G, 


(a1y02,°% saa) (pl + 4)| 2 |> 0. 


因为 4 是 半 正 定 的 ,所 以 (a1 ,0s,…,0,)4| 2 0, > 0 ,显然 有 ， 


a, 
G, 
(a,,a,,- a al ` |> O. 


G, 
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于 是 可 得 所 要 求 的 不 等 式 . 
充分 性 . 如 果 4 不 是 半 正定 的 , 则 存在 (0&1,0,,…,a。) (0,0,…， 
0) 使 


(ai ,as ,Ga )A 2 < 0. 


a 


n 


G, 
令 (a ,aa,)4 2 的 绝对 值 为 5 ,因为 
a 
a, a, 
(aa, a,)(u +A)| 2 |= (a) +a) + +a2) + (aa sa, )A| 2 |, 


a, a 
b 


al +a + +a 


n 


所 以 当 0 < ju < 


(ai aaQ) TI + A) É < 0, 


a 


r 


这 与 I + 4 是 正定 的 条 件 矛 盾 , 可 见 4 是 半 正 定 的 . 

15. (1) 因为 4 是 正定 矩阵 ,所 以 4 是 合同 于 了 的 实 对 称 和 矩阵 , 即 存 
在 可 道 矩 阵 C ,使 得 C'AC = I, B A' = 4, 两 边 求 道 得 (C'4C)” = [', 
BJ C-14-!(C)- = 节 于 是 存在 可 逆 矩 阵 P = (C'')' = (C')”, fš 
P'4-P = 工 又 因为 (42)” = (A') ,所 以 4 也 是 对 称 和 矩阵 ,从 而 4 
是 与 1 合同 的 实 对 称 矩 阵 ,因而 4” 也 是 正定 矩阵 . 

(2) 设 fx x." x.) = X'AX,g(x,,x, 7 x.) = 大 BT 分别 是 以 
4,;, 有 为 矩阵 的 二 次 型 . 

因为 4,B 为 正定 矩阵 ,所 以 风 ax px) 和 g(xi ,x2,"…,%.) 是 
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正定 二 次 型 , 即 对 任意 不 全 为 零 的 x x... x, 8043 f(xi,xz.," x.) > 
0 ,g(x ,x,，…,%,) > 0, 于 是 对 任意 不 全 为 零 的 x ,x,,… x, 恒 有 
fxisX2 ss x.) 十 本 Xia ,Xa) = X'(A + B)X > 0, 
所 以 ,以 4 + 8 为 矩阵 的 二 次 型 为 正定 二 次 型 ,因而 4+8 为 正定 矩阵 . 
(3) 设 4 = (a;) ,因为 4 为 正定 的 ,所 以 4 的 顺序 主子 却 


CI Go +` Gi, 
p = | 2 `” GS 04 = 1,2,…,n, 
Ga dq, 机 a,, 
HT kÀ = (ka,) K k > 0,P, > 0, 所 以 kh 的 顺序 主子 式 
ka, ka ka, 
A, _ ka ka, ... ka, > k' P, > 0 = 1 2.… n. 
ka, ka, … ka, 
所 以 kh 也 是 正定 矩阵 . 
16. 由 于 实 对 称 阵 总 可 相似 于 对 角 和 矩阵 , 即 存在 可 道 矩阵 P, 使 
À! 
P ”?'AP = À = | .. ; 
À, 


其 中 A, 为 实数 ,那么 4 = PAP . 易 知 红 +4 为 实 对 称 阵 . PL t > maxAi， 
则 


| t + À, 
P'1`(t[I+A)P =# +P''AP =I +A -| `. | 
t+ 入 


HE J + h 的 任意 一 特征 值 + 和 A, > 0, 故 +4 当 :> maxÀ, 时 为 正定 
矩阵 . | 
17. =) EF f(x ,x,,… ,x,) = X'4X 用 正 交 坐 标 变换 了 = PY 化 成 
规范 形 g(y,,y,,…,y,) = YBY, 其 中 B= diag(1,…,], -1,…, -1). 
因为 B = P'AP = PT4P, 所 以 4 = PBP ,于 是 4' = À = PBP” = 
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PB `''P ”= (PBP) ” = A" Ë A 1 IEE, 

<) 由 于 4 是正 交 阵 且 为 对 称 阵 ,因此 4 =4 =4”, 即 4 = L 2 
知 寡 等 阵 4 的 特征 值 A， = 1 或 -1,i = 1,…,n, 所 以 存在 正 交 阵 T, 使 
T'AT = diag(1,…,1, 一 1,…, 一 1) ,其 中 正 、 负 1 的 个 数 分 别 为 4 的 正 、 
负 惯 性 指数 ,于 是 令 正 交 坐标 变换 外 = TY ,使 

f(x1,X2 xn) = nt + + y; -yp — 3: 

18. 由 于 4 为 实 对 称 阵 , 则 存在 正 交 阵 P, 使 P AP = diag(Al,A,， 
A. BA (i= 1,…,n) 为 4 的 全 部 特征 根 . 于 是 构 作 正 区 变换 并 
= PY, 使 XAX = Y'P'APY = AyYf + À, + … + 入 ,yi. 由 题 设 和 | < À; 
< --- =< À, ,得 

A YY = À Sy < XAX < AX, >. yi = A,Y'Y , 
其 中 了 = (yi,y;，…,Y,). 又 因 P 为 正 交 阵 , 有 
X'X = (PY)'PY = Y'Y , 
故 必 有 A .X'X < X'AX < A,X'X. 

19. 设 4 = (ai)。, 只 要 证 线性 方程 组 44X4 = 0 与 4X = 0 同 解 ， 
便 可 得 基础 解 系 含 向 量 个 数 相等 , 即 — rank(4'4) = -rank4 ,从 而 
rank(44) = rank4 . 

EX ER A'AX = 0 的 解 , 左 乘 X' 得 0 = Y'A'AX S Y = AX,Y'Y = 
yi + +y. BC Y =0, 即 站 是 4X = 0 的 解 ， 

反之 , 设 和 是 48 = 0 的 解 , 左 乘 4' 得 4'4X = 0, 即 是 4'4X = 0 
的 解 , 故 4'4 = 0 5; AX =0 同 解 . 

20. 如 果 4 是 正定 拖 阵 ,那么 存在 一 个 正 交 和 矩阵 Q ,使 得 0 40 = 
diag( 和 ,AAA ) ,其 中 人 >0( = 1,2,…,n). 又 假如 4 E IE 28 B 
阵 ,由 正 交 和 拖 阵 的 乘积 是 正 交 矩阵 ,可 知 diag(Ai,A,,… A.) 是 正 交 矩 ， 
阵 , 所 以 A = 1(i =1,2,…,n), 即 0 40 = 7 那么 4 = QIQ” = I. T 
是 必要 性 得 证 . 而 充分 性 是 显然 的 . 因此 该 命题 成 立 . 


or mati onl| 
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